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|. 记号 和 术语 


B R" E n EREE, 又 设 e (e e, m) 是 中" 中 的 变 元 ， 

它 的 范 数 记 为 
jal - (S8). 

EA ERNE p= c0) 组 成 的 集 ， 其 中 PEN, 1«35 
«n, 4 表示 非 负 整数 集 . HA peN, 我 们 记 ip] mcn. 
Ep (ED, EX ptq—(pikqdu cs vq). WS psg 意味 
E pgp Ijs, RIE 

p! — pil pal, 


un 0| p — (RV zl 
d gf 9-0! Vua, ga l. 


若 zcWm, p€N', 则 a? 表示 eor, MEBRXX OR, n TE 
Tity «e, m) HU CC om. 的 多 项 式 可 写 为 
. Pío) 222,2, 
pem 


LOT PEDIEIAEIYTSLAISSSOSTSLEMT 
可 以 是 复 值 函数 , 这 时 就 称 了 是 变 系 数 多 项 式 . 
把 偏 导 数 记 为 3; 一 o, 1«j«n, "s 
E -(& n - 
同时 设 D,- L2. 14j«o, xxm i- V 1, 并 记 
D- QA, ttg D. ， 


di pcm" ig 
o x) 


一 站 PT 二 pm 
表示 俩 导数 ， Bahr. date" 
AR, 我 们 设 

Dr = De Dm 


根据 这 些 记号 , 一 个 阶 «m 的 偏 微分 算 子 可 写成 

P(sd)-XaG(X) 或 PG DE alo, 
其 中 mr 人 RENER 内 某 个 开 集 上 的 复 值 函 数 ， 当 系 数 4 都 
是 常数 时 , 我 们 简单 地 记 


P(Z)-Ee(z) & Po-za 
以 后 , 当 我 们 处 理 Fourier 变换 时 , 将 考虑 变 元 为 卫 - (Ds, +, Da) 
的 偏 微分 算 于 
P(D) =X aD 

而 不 是 9- 《64 …, 9). 

定义 1.1. E OX FB iS Jp dE, m RE dp He Mes 我们 记 
C" (2) RELE C 内 的 所 有 上 其 有 直到 mm 阶 连续 导数 的 复 值 HC 
所 组 成 的 复数 域 忆 上 的 向量 空间 ， 记 O^ (O) 是 定义 在 日 内 的 所 
有 具有 任意 险 导 数 的 复 值 函数 记 组 成 的 空间 . 

显然 OO=RocG. 


O= (O) 的 元 素 称 为 9 上 的 无 限 可 微 画 数 或 O RE, 
推广 的 Leibniz 公式 —— 
设 卫 = PCB) 是 一 个 候 微 分 算 子 ， 令 全 和 2 是 两 个 属于 O 的 
函数 ， 我 们 有 王 列 非常 有 用 的 公式 : 
P (8) (uv) =F 二 e. pen (8), (1.1) 
这 里 PU (0) 是 偏 微分 算 子 , 它 是 将 密 项 式 


(0 PeG)-(6) POD 
E n RATER. 事实 上 , 由 Taylor 公式 , 我 们 有 
PEt) =E EPOC), (1.2) 
另 一 方面, 利用 Leibniz 法 风 


8, (uv) — Og oH uV, 

我 们 得 

P (us = Ou BR, (9) v, (1.8) 
这 里 R.(0) EARRA CP E (0.8) p ue? RE ven, 
其 中 (a, £»—sxÉ Ter EnEn n, SD» magna th H n e En a 于 是 得 

PEt =E gR). (1.4) 
E ECL. 25 8ICL.45 , gc dea 

A.D DEM. 


RAH T (1.1). 


2. 检验 函数 ; 正则 化 


EXLI.2. Bf de Rt 内 某 个 开 子 集 台 上 的 复 值 贡 
[ME 3 
(sCcQO:f (x) x0) 
dk Q USE HL ERE f aH EI EDU supp f. 
可 见 了 的 支柱 是 最 小 的 相对 闭 集 , 在 此 集 外 了 为 0. 
EO REFERO 函数 ， 定 义 为 如 上 前 检验 函 教 .马上 
的 所 有 检验 函数 所 组 成 的 向 量 空 间 记 为 08 (@) (或 按照 Schwartz 
的 记 导 [38]， 记 为 也 (D))， 我 们 在 第 2 章 中 将 会 看 到 ,这 一 向 其 
空间 装备 了 适当 的 拓扑 以 后 ， 在 广义 函数 的 定义 中 将 具有 非常 重 
EREN. FIRM: 
exp(|s|*—1) ^, x |s| <1, 
8 -[» E |z|>1 


是 以 单位 闭 球 为 支柱 的 0” 函数 .。 将 它 除 以 一 个 常数 ， 此 常数 
ELERE 上 的 积分 , 我 们 得 到 另 一 个 O^ 函数 , TOU os, 它 以 单位 
闭 球 为 支柱 并 且 


| | 
其 次 ,对 任何 220, 定义 
e, (x) 一 sra( 2), 


S S es (2) € OG RR), 它 的 支柱 是 以 原点 为 中 心 , 以 e 为 半径 的 团 
sk B, (05, 并且 


f. a, (a) do -- 1, 


48 EFT 39 SERIE (co >o SRL BE SECRET E SE ER CR RA 
3i, L^ REESE a | HC, REM, RiT GE UE PH AFEA 0 URL a BRI 
数 来 逼近 .这 就 是 下 商 的 定理 1.1 的 目的 . 

X 1.8. XE Xe OQ RKAS SEO AREA ETR 
EK 上 可 积 (在 Lebesgue t X. P), 就 称 了 二 局 部 可 积 的 ， 

了 在 纪 内 局 部 可 积 等 价 于 对 每 一 个 紧 集 五 二 局 RRF tE 
Q EaR, HP zr EE AHERE, EEE 上 等 于 工 在 五 外 
为 0 

ELLA. 设 # 是 民 上 的 局 部 可 积 函 效 ， 称 函 煞 


ula =| uo e Gay f, uale Q5 


EuP a WER, E ECL SECO 或 (r) (w). 
定理 1.1. ie dE FR" 内 的 局 部 可 积 函 数 .， 则 有 
1. Plu. e FU Ug O^ 函数 . | 
.2. uBR KUR uR 内 可 积 的 情形 ), DU us OR x 
EREE 的 8 邻 域内 . 
3. $ u BERKA, U u,— u dfe Fo 的 紧 子 集 上 是 一 致 的 . 
4. GS «C RIP 十 00; WE LR 内 uu. 


”证 明 1. ATEH acO R), REER CD P BEA 
积分 都 是 在 R^ 的 紧 子 集 上 计算 的 , 并 应 用 积分 导 内 取 微 分 的 古典 
定理 就 可 以 了 ， 

2. REN F dg s SHIRE SUBE CEK 为 中 心 , 以 s 为 半径 
的 开 球 之 和 
K,=\] B0). 
ÉXiecR'bEEdG, E)>e, Wl ed E. SOME BUR y CK A ay) 
一 9， 子 是 代 . 印 的 第 二 个 积分 等 于 0,， 这 就 意味 着 wu, 的 支柱 会 在 
五 。 内 ， 
3. 设 世 是 连续 郊 数 ,并 令 了 工 是 如 中 任意 固定 的 紧 子 集 ， 记 


we) wm) =| Quim) ula) alyd. 


因为 % 在 元 上 一 致 连续 , 故 对 给 定 的 o7 0, 存在 5>0, 使 得 对 所 
有 “EL 和 |y|<8 有 
le -u(9) | c. 
Nes, 我 们 得 
lu (e) -wj 二 | uto -ule ja (Woy co 


对 所 有 YE 五 成 立 ， 这 就 证 明了 当 s—»0 Bbu-»wiEL EEM. 
的 . 

4. 最 后 , 设 wE D'(R), «poco, 已 经 知道 在 L^ Ws uf 
够 被 有 紧 交 柱 的 连续 函数 通 近 [27, p. 68]、 另 一 方面 , 车 wE 7 
. Wir Minkowski 不 等 式 的 积分 形式 [3 引得 


indem (f. 1 c rn) =f, | fem m a an) 
<| fh Imma a idm Plan | 
=f a df. iuto Ito Y dy= qul (2.6) 


TFE uCD, oO, $o RARER Ye c cR RC, 使 得 


[il o. Gm 
由 不 等 式 代 .的 和 人 .站 ,我 们 得 
EA mA P 二 一 "loc. 


再 写 出 
fu, ula iiem m fe te olot ieu]. (1.8) 
因 % 是 有 紧 支 柱 的 连续 函数 , 故 由 3, 9, 一 2 在 Fe 上 是 一 至 的 , 于 
EED A n> MERTER s 充分 小 , 使 得 
Io, — vs 3, 

则 不 等 式 CL.8) 右 端的 每 一 项 都 小 于 0/3, FÆ ulco, ut 
Wo 

EE 1.1 引导 出 下 列 定 义 . 

E 1.5. FE INE (a). ER ARAE RA. 

GEO LIC UNDE E LEN 

o,(2) —j'a(jz2), j=1, 2, =, 

Tif 4 9 E KE 4e B9. 

F&1. UO AR" 中 的 开 集 , 则 Oz (0) & L' (0) (Leipz +o) 
RAET am. 

系 号, HEESE 内 的 紧 集 , 则 存在 函数 上 加 EOF (0Q), 全 
$$ xps HHE K E$-1. 

证 明 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 日 有 界 ， 设 是 下 到 如 的 边界 
的 距离 , Kas 是 五 的 5/3 邻 城 ， 容 易 看 出 函数 

P — 1750578 

《这 里 pas 表示 Kus 的 特征 函数 ), 满足 所 要 求 的 性 质 ， 证 毕 . 

通过 祖 伪 的 证 明 可 知 , 车 下 是 Rr" 中 的 紧 子 集 , V EERE 
邻 域 , 则 存在 函数 力 EC8(R”), Bri OES, p EK t —A- 1 
上 为 1 并且 supp 6c V. 

Kk 3. 设 4 和 4 是 两 实数 , Oca A, 31 BL B, VAR HE 
PERS AG A-a HECER MEERA CO, 使 得 


Gisuppé$c B,, GD 在 Bia E pW —1, Gi) XP BUE pEr, 
[e^ (2) | «Op, m) *a-'?, Vc". 
证 明 设 x 是 羊 径 为 A—(2«/8) 的 同心 妹 的 特征 函数 ,定义 


其 中 =a/3， 旺 然 snpp%CB4， 并 且 在 了 3。 上 由 =1 对 所 有 
Ts 了 二 9%， 我 们 有 


8:66 = rm | Be gen OD; 3112. dy, 


TE laei [ oe (¥)ay 


= 全 Í. 9 (0 dis O0 (4, na 


THUIREWE FX, RIAPSUAR D Gii, uEHS, 
X4. BEER PRHRETE, X (O0izü4É KD BID 
Hot. MFE AA 4C OL(RO, B4 Oxx1,1«j«k, 并 且 


Ki S 24-1 
证 明 我 们 能 够 找 出 紧 集 《EE iga Bit K CO, 以 及 
Kc V K, 


xa E RA E fis A ^ d$ *4,€06 (0), 使 得 0x, 
<i 以 及 在 E, Ehe 
din, h= "m WS (752, 3-72, en &, 
BE (62i... WENER. WES. 
PEAR ticycz 是 从 属于 五 HAS (001. 的 单位 OP 分 
&. 


3. 半 范 ; 局 部 凸 空 闻 
EE EE ERIS, 我 们 常常 设 城下 是 实数 域 R 或 复 


ARC. ER, 是 所 有 非 负 实数 组 成 的 集 . 
EX13.6. ELERTE- TRI p ER. WE HATA 
5. 
G) p(z--y) sp) -p(y), Yz, yE E, 
Gi) pAr) = [Ajpes VeC E, EK, 
如 果 ? 还 满足 下 列 公理 ， 
p(z) =0 当 且 仅 当 z 一 0. 
我 们 就 称 p 是 范 数 . 
例 1. Gp. ipeo, HUM 
E= (2, 1, 2,) EFP —> lef -(Sial* "eR, 
定义 了 Fr biti. BE 
[zl ep las 
EE P" 上 的 一 个 范 数 . 
2. E I—[e, 01, XL OQ) 是 定义 在 工 上 的 所 有 复 值 连续 
函数 组 成 的 向 量 空间 ， 若 FEC(D, W 
ih- f IAO idtm Fl sap IFO)! 
定义 了 OQ) 上 的 两 个 范 数 . | 
8. iG EPO (Hp oo) 是 定义 在 工 上 的 可 测 me fied 
所 组 成 的 空间 , 并 且 |f1? 在 了 上 Lebesgue 可 积 ， 可 以 证 明 
li - (iro 2 7 
ELO 上 的 一 个 举 范 . 
4. V X 是 一 个 拓扑 空间 ,并 设 O(X) 是 写 上 的 所 有 复 什 连 
续 函 数 记 组 成 的 向 量 空 间 . 设 尼 是 工 的 紧 子 集 , 定义 
fa Cf) - sup| fO. 


3$ —7-K, Ri pe: COD >R, 是 一 个 半 范 . 


局 部 凸 空间 
设 吾 是 下 上 的 向 量 空间 。 我 们 说 如 上 定义 的 拓扑 和 EB 


基 空 间 结 糙 是 相 容 的 ,如果 有 映射 
(m, y) C Ex E— ry C E, 
(à, D CExE--AzcH 

是 连续 的 . 一 个 向 量 空间 装备 着 相 容 的 拓扑 就 称 为 拓扑 向 量 空间 
(TVS). TVS 的 拓扑 能 够 用 原点 的 基本 领域 组 (S (或 基 ) 来 表达 . 在 
一 个 拓扑 空 间 内 ， 我 们 称 由 一 些 集 所 组 成 的 一 个 集 族 是 基点 的 基 
本 邻 域 钥 是 指 , 如 果 这 个 集 族 内 的 每 一 个 集 此 和 包含 该 点 ,并 且 这 一 
集 族 内 前 任何 两 个 集 之 交 都 合 有 此 集 族 内 的 一 个 集 ， 以 及 该 点 的 
任何 邻 域 锋 含有 此 集 族 内 的 一 个 和 集 . 

由 于 我 们 将 要 处 理 的 所 有 空间 都 央 局 部 凸 空间 ， 在 这 些 空间 
里 原点 的 基本 邻 域 组 很 容易 用 一 族 半 范 来 表达 , XX BL, 我 们 将 不 去 
讨论 拓扑 向 量 空间 的 一 般 定 义 或 原点 的 分 域 的 一 般 广 质 ， 读 者 可 
参阅 文献 ,13, 17 和 19]. 

设 和 是 吾 上 的 半 范 ， 一 个 以 s EE W PLA r> 为 半径 的 
开 ( 或 闭 ) 球 是 

B(zo, r) -emp to) xr) 

(或 B (2o 1) = (x € E:p(s—29) &v)). zo IS —^- 403 J& 87 Ul 
wo 为 中 心 的 某 个 球 的 集 下 .容易 看 出 , XE 中 的 任何 元 素 vo, Br 
有 以 徊 为 中 心 的 开 ( 闭 ) 球 定义 出 名 的 基本 邻 域 组 ， 它 与 吾 的 河 
EZH Hm. 

WiH, # ok 召 中 国定 的 元 素 ， 又 车 1.0 是 区 中 国定 的 元 
素 ,映射 

z— 234-5 (FE), 
z—Ax 《相似 ) 
是 加 上 的 月 旺 ， 这 表明 为 了 知道 点 CE HERRERA, REA 
道 原点 的 基本 邻 域 组 就 可 以 了 . 
| 设 (poc WELE E LERE. 对 每 一 T «€ E, E 
实数 e, 以 及 工 的 有 限 子 集 ,定义 
V (as, 8, F) ={0E Eip e-so <e, £C F]. 
BREV (ao, 8, F) ERATEN DEF) BU EL ao LP. 以 
s 


e 为 半径 的 球 之 交 ，, 

当 & 遍历 所 有 正 实数 集 , 了 遍历 I 中 所 有 有 限 子 集 ， 由 集 
F (eo e, F) 所 组 成 的 族 定 义 出 mm 点 的 基本 邻 域 组 , EDU. E gre 
量 空间 铺 构 相 容 。 装备 有 这 一 拓扑 的 向 量 空间 E, 就 称 交 局 部 所 
拓扑 向 量 空 间 {LOS) . 

E Ei LOS, 其 拓扑 是 由 一 族 半 范 【 和 区 tsr 定义 的 , 那么 容易 
W E JE Hausdorff 空间 当 且 仅 当 下 述 情形 成 立 : 对 于 五 中 和 任 
何 一 对 元 素 2 BI y, zx 关 Y， 窗 在 一 个 半 范 px 使 得 pa (0) Y px (y). 


凸 集 和 平衡 集 
定义 是. 了。 设 轨 是 久 上 向 量 空间 召 RTE, iiie A 
v, yC A, 线段 
ayt By 
Ea, SCR, 并 且 a -B—1) AE A 内 , RRA ES. 
例 i. 整个 空间 E EDE xg. 


2. REDOR, 
8. ABESSE. 
4. 4 CAD ue dé E iE, EE 
A=) A 
X — rli. 
EXIS. 设 4 是 加 的 一 个 子 集 ， 召 中 包含 全 的 最 小 的 四 
TAREA ABS. 


对 于 给 定 的 集 4, 其 三 包 总 可 以 定义 出 的 ， 事 实 上 , 只 要 取 所 
有 包含 4 的 同 集 族 之 次 就 可 以 了 , 并 注意 到 此 族 中 含有 整个 空间 
E, BMR IRRIZ, 
我 们 记 工 (4) AARDE, Vou Auk T. £04) 是 所 有 
这 样 的 元 素 EERWAARDE, 这 种 元 素 能 表示 成 有 限 和 
. am zu 
Hp aCA, a €R,, 33272, H.FJHEBUF o BUS EH bs e 
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31.9. 吾 的 一 个 子 集 A, 如 果 对 所 有 入 EK，|X|<1, 有 
AATA, MEK A 是 平衡 的 . 
例 1. 以 原点 为 中 心 的 球 都 是 平衡 集 . 
2. 设 召 -=R, 集 [0, 1] à i, 但 非 平衡 的 ， 
WA EE BI— T POPACTPAE,. 那么 容易 验证 对 任何 一 对 点 
z, yC A 以 及 所 有 a BEK, lalt | 8|] < 了 我 们 有 
uz By C A, 
同时 , 容易 验证 召 的 凸 平衡 子 集 族 的 交 是 E B DEA T fh. 
EX1.10. HR AJE E Mj —4-3 48, 召 中 包含 4 的 最 小 的 
凸 平衡 子 集 DICA), SS 4 Bot E 6. | 
给 定 A, 很 明显 ， 它 的 平衡 吓 包 是 所 有 包含 4 的 平衡 凸 集 之 
X. BE, 了 (4) 能 表达 如 下 ，w€T,《4) 当 且 仅 当 
a 2 o ta 


其 中 “EE 4, Y jum| «t, 也 是 有 限 指标 集 . 


吸 收集 


£51.11. V 是 向 量 空间 EB[]./ÓC SS. igREGESCE, 
FELA AIO, 使 得 Mo CV, WORRY EA iy, 

Dj 1. XESEELER R A, $8 4—1, 0, 1) 是 吸收 上 集 , 同样 , UL: 
点 为 中 心 的 圆周 加 上 原点 所 组 成 的 集 是 民 中 的 吸收 集 . 

2. 以 原点 为 中 心 的 球 是 吸收 全 .更 一 般 地 , 在 一 个 拓扑 向 量 
空间 内, 原点 的 每 一 个 邻 域 都 是 吸收 香 . 

设 加 是 向 量 空间 ， ERE YT p. Xddk 

= {x€ Eip) <1} 

满足 下 列 Wm. OU REOR Gi) U d diri. 

Bd, XP EuEBDE V Ak OE DP 2 354A 

qm) -inf(Am0:ccAV) 

是 吾 上 的 半 范 . 

事实 上 , BV EKR, Kg EE LAEE ER. 
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Fe, y€E, & A041 070, 使 得 
zCAV 和 ywC€HuF, 
BV USE, 我们 有 


ety €XV + HV = Ota) P Vl Y|cOoca. 
这 意味 着 g(- 3) &q(x) tet. 
最 后 , 由 六 是 平衡 集 的 假设 得 到 
qiw) = [A]g Œ). 证 毕 . 


容易 证 明 下 列 关 系 式 ， 

{sE Bam «1yCVc (sc Eglo «1). 

现在 ,我 们 能 证 明 下 面 的 定理 ， 它 给 出 了 局 部 西 空间 的 特征 ， 
同时 指出 给 予 这 一 空间 的 名 称 是 合理 的 . 

ER1.2. 设 召 是 拓扑 向 量 空 间 ， 则 下 列 条 件 等 价 ， 

(D E ERRED. 

. (2) 存 在 原点 的 基本 凸 邻 域 组 . 

(8) 存在 原点 的 基本 吸收 平衡 凸 邻 域 组 . 

证 明 G=). RE EAE hE (n). 所 
定 文 , ME 

VG, e 2 e€ B:p (a) «s, àc F) 
SHEER ER dc V eR, 其 中 也 是 了 的 一 个 有 限 子 集 , 且 0<e 
<i, 

(3) 一 (由 ， 在 原点 的 基本 邻 域 组 中 , E 的 每 一 个 吸收 平衡 十 
TEV 都 联系 着 半 范 p. 容易 看 出 ， 由 这 种 方法 所 获得 的 一 族 半 
. WOEXT ET 
(2 全 (3 只 要 去 证 明 若 六 是 原点 的 一 个 凸 邻 域 ， 那么 集 

U-(1AV 


尝 原 点 的 一 个 吸收 平衡 是 分 域 , EA (5 m) — uo dE RECO, 0) 

是 连续 的 , 于 是 存在 a>>0 和 百 中 0 点 的 一 个 邻 域 V', 使 得 
对 所 有 的 u] e RIBUS EV uscV, 

或 等 价 地 , 存在 0 点 的 一 个 邻 域 厂 使 得 


对 所 有 的 1e] «18 uwr, 
后 一 个 关系 式 昔 洒 着 

对 所 有 Iu] 212 uWCcT. 
于 是 对 所有 |> =1, W CAV, 这 意味 着 可 是 吾 中 0 点 的 一 个 地 
域 . 

很 明显 , U 是 凸 梨 《 它 是 凸 祭 之 变 ) 并 且 基 吸收 的 .我们 青 证 

朋 如 是 平衡 的 . wc€cU, 线段 [0, 是 会 在 如 内 的 , 即 

对 所 有 0<Xssl 有 EU, 
5 —Jf Wi, X6 «CU, h U Bg SC AUÉ, Xj —9 |X| -1, 有 和 wwEU. 
TÆ, d w-0DEins«. 我 们 得 


| pz— [pl 
这 就 证 明了 也 是 平衡 的 ， 证 毕 . 


c cU, 


r 


LN EJUS 


1. 半 范 空间 是 局 部 凸 空间 ， 特 别 , MR DAL P. 

2、 设 并 是 局 部 紧 拓 扑 空间 。 O) 是 互 上 所 有 复 人 连续 函 
数组 成 的 空间 , 又 设 玉 是 下 中 所 有 紧 子 集 组 成 的 集 族 , 那么 半 范 族 
(ppxem XE pelf) =p FO], ERLT OCX) Ei Hausdorif 


局 部 凸 拓扑 ， 能 够 看 出 ，O(ZX) 的 函数 序列 《在 这 一 括 扑 下 收 
AUT 0 当 和 且 仅 当 记 (2) 在 的 每 一 个 紧 集 上 一 至 收 争 于 0， 由 于 
-AB RIRA RDE AX H ETRE dE 
Ar. 


TREE, OX 20, UJETUS—TITÓA. XE Be 
出 一 列 半 范 所 确定 ， 事实 上 , RERA 内 一 列 单调 增 如 的 紧 子 集 
序列 CK Dic, 它们 的 和 是 O, 这 一 列 紧 子 集 对 应 敬一 列 半 范 
(f) cm. 在 这 种 情形 下 , CD 上 的 拓扑 是 由 原点 的 可 列 基本 邻 
域 组 所 确定 前 . 这 一 Hausdorff AAGAM O09) 是 可 距离 化 的 
 ZE|BI[4, 18]. 此外， 由 古典 的 极限 定理 , Æ O BUNESR E— 350 etr 


的 连续 浅 数 的 极限 仍 为 连续 函数 ， 所 以 O(Q) 是 完备 的 空间 .我 
MERE SUE O(Q) 上 的 这 一 拓扑 为 自然 拓 打 。 


XX 1.12. — Hausdorff Jj B4, 而 且 可 距离 化 的 完备 空 


间 称 为 Frechet f], 


8. WO JE RR TE, XU Opes, W Lh (O) 是 由 


1E Q 的 任 一 紧 集 下 二 满足 
(f. |f (a) |*da ) < 十 oo 


的 所 有 可 浏 应 数组 成 的 空间 . 称 L6, (0) 中 的 元 素 为 了 次 局 部 可 
LIT WEG t 


sx C) =(f IFO nas), 
K Hol Q 的 所 有 紧 子 集 时 ， 半 范 族 (pr) 定义 了 LeO) ERES 
部 四 拓扑 ， 这 一 拓扑 可 以 由 可 列 个 半 范 所 确定 ， 并 且 可 以 证 明 
Lb. (O) 是 Frechos 空间 。 用 类 似 的 方法 ， 我 们 可 以 定义 Froohot 
空间 及.(O)， 


5. 对 — 18 


给 定 域 上 的 向 量 空间 为, 它 的 代数 对 偶 E" 是 由 所 有 线性 

上 映射 at E—K 组 成 的 向 量 空间 ， 我 们 记 
. a(s) mi (o, a» 
EatdiccE LG. 

当 E RRE (Riv RE OL mie m, E 
up Et 是 E KTZ, CEH E ERP R SEA SUE OX 
i dh) B BS. 

AS—4ctceE., 我 们 设 

Pe = | <a, sl, 
则 por 定义 出 吾 上 的 一 个 羊 范 ， 并 且 族 《pe mca ELT E ER 
ERG BEA cW, E. 同样 我 们 可 以 定义 E 上 的 拓扑 
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[i 


c(E*, RH), 于 吾 是 一 个 拓扑 向 量 空 间 时 , Ho SEO Ceu 所 定 
Xd E BHdaijRo(E, EO 称 为 加 的 器 拓扑 、 显然 , 它 比 B 上 已 
£g fais, Krewel, E*) 38. 

JBRSRRHUJIGA, REREH EHA E" ES) Sj dn di 
cCE', E), hues iTA, 在 E" PEZ Qn Sic CP 0 当 且 仅 当 
XHg—- eC E, H3 GG) ) 在 下 内 收 敏 于 0 于 是 ,如 上 前 弱 括 
fh5 5 Aot cde dE TE e. 

在 一 个 拓 提 向 量 空间 E DB E' 上 ， 我 们 还 可 以 定义 其 他 
的 很 重要 的 局 部 同 拓 扩 , 例如 如 的 强 丘 四 ,为 此 ,我 们 需要 下 列 定 
X. 

EX 1.13. Ub E dni EE AE E AFE, dmn 
果 对 每 一 个 给 定 的 原点 的 邻 域 , 必 存 在 一 个 数 和 >0, 使 得 
AACV, 我 们 就 称 A 是 有 界 的 . 

当 召 是 局 部 凸 向 量 空间 时 ， 由 定理 1.2， 每 -不 0 点 的 邻 域 
都 含有 0 点 的 平衡 邻 域 , 于 是 定义 1.18 等 价 子 ， 若 对 每 一 个 0 点 
的 邻 域 , 存在 数 s>D， 使 得 对 所 有 [A] «aci XACV, 就 称 4 是 有 
界 的 . 

我 们 注意 这 两 个 定义 在 一 般 情形 下 也 是 等 价 的 ， 这 是 因为 能 
够 证 明 在 任何 拓扑 出 量 空 间 中 ， 都 售 有 0 点 的 基本 二 平衡 的 邻 域 
组 ， 

例 1. 加 的 有 限 子 集 是 有 界 集 ， 

2. 半 范 空间 内 的 球 是 有 给 集 . 

3. 高 部 凸 空间 内 的 任何 相对 紧 子 集 4 是 有 界 的 , 事实 上 ,在 
召 中 给 定 0 HOY, 必 存 在 0 RRR W AWW EV 
LLEXHEBIB «I4 aWCW. A ARARE, 我 们 能 够 找到 4 
中 一 个 有 限 子 集 (apicar 使 得 开 集 (ar 十 机 Js TE E AL LE 
E (00 1.,., YE E PAR, RAT RE UR SEC 0-1 使 得 Ae, 
Ts<sjsp。 于 是 我 们 有 


MACUA W) cW4WcF, 


Mm AAR RJ WEB, 

EX 1.04. BEHN ER; E BRA, 
其 定义 如 下 : 

B= {w E E: |m, s>s, vec B), 

现在 我 们 来 证 明 ， 车 4 是 召 移 有 界 子 集 ， 它 的 极 集 4 JE 
E 的 一 个 吸收 平衡 串 子 集 ， 事实 上 ， 若 wr, y CA’ DER, BJ 
PARAE +e, W ， 

| 4c, az! +By | eal cy, w>] -- 8l n, y'?| «1, 

于 是 A" EDH. 

Tia CA"ULELCE B3 IX «I, HUS 

|, A25 | = [A] 14m, a | 1, 

于 是 xz' CA, 这 就 证 得 A7 是 平衡 的 . 

最 后 , 设 " CE, FFE Eo AUS EPIS, 

V-ixc€E:|4a, | <1}. 
WaAJdE 召 的 有 界 子 集 , 故 存在 入 >0 使 得 A4CVY; pA 
|o, hey | = | Cr, z |i, YarE A, - 

六 就 证 明了 4° ESOE' 中 的 吸收 集 . 

这 样 一 来 ， 出 第 3 节 定 理 1.2 的 绪论， 对 吾 的 每 一 个 有 界 子 
RA, 都 对 应 着 E' 上 的 半 范 ， 

pa (e) =inf [A>0, s EhA}. 

若 记 吾 是 召 的 所 有 有 界 子 售 组 成 的 族 ， 由 半 范 族 《Puc) wea 定义 
出 E" 上 Hausdorff 局 部 凸 拓扑 ， 称 为 E" 的 强 括 打 .可 以 证 朋 在 
E 内 序列 《eg BAT O ERSE 加 的 每 一 个 有 界 集 上 序列 
(25 (2)) — Bulr Sic: 0, 由 于 这 一 理由 , 本 上 强 拓扑 也 称 汶 在 盏 的 有 
界 集 上 一 致 收 笋 的 拭 执 ,我 们 把 装备 着 强 折 扑 的 对 偶 E" 记 为 ES, 

作为 情 子 ,车 E REZE, E BUSES E" 装备 着 范 数 

Iz] o — supiG, 21, 


MR Banach 空间 、 于 是 , E' 上 的 强 拓 填 与 由 上 述 范 数 所 定义 
的 拓扑 相 一 臻 . 
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如 果 记 E" 是 Banaeh 空间 E'A, WAT E" "ERE 
义 范 数 
1e" le sup. ie, a", 
这 样 就 您 得 E" 成 为 Banach 空 阿 . 
每 一 个 元 素 =E 加 定义 了 E 上 的 一 个 连续 线性 泛 责 Z 如 
T: 
z (a) — (a, g>, Vac E. 
下 而 证 明 上 映射 s>s E E E" AKSER WRR SEED 
HEELE RITA E RAREN. 
更 一 般 地 , 令 召 是 Hausdorff 拓扑 向 量 空 间 , 并 设 ES 是 它 的 
强 对 侦 ， 吾 的 酒 次 对 侣 EU 按 定义 是 E 的 对 侦 ， 如 同上 面 所 说 ， 
Tef]n bx GGHRNIsCE—zcEUS wma DARE mpED E 
WRH, 我 们 就 称 拓扑 侧重 空间 E d 6. . 
H 1. n 维 欧 氏 卒 间 民 " 是 自 反 的 ， 更 一 般 地 有 限 维 
Hausdorff 拓扑 向 量 空间 是 自 反 的 . | 
2. Hibert 空间 是 自 反 空间 . 
98. Banach 空间 P(O), 1-p« roo, 是 自 反 的 . 空间 AO 
和 Lo 都 不 是 自 反 的 . 


6. 诱导 极限 拓扑 


我 们 在 一 个 特殊 上 且 简 单 的 全部 下 来 定义 诱导 极限 拓扑 ， 这 对 
F-REN KREERT. 至 于 诱导 极限 的 更 一 般 讨论 , 读 
者 可 以 参阅 文献 6, 12, 17, 19 和 82, 

设 (Hen 是 一 列 载 加 的 局 部 凸 空间 ， 使 得 对 任何 记 恒 等 映 
Bp» Eui 是 连续 的 ， 设 

E=] E, 


4 E EX Fini E thE 41, 2 … 恒 等 映射 
HE, Ed yk XE OE e ra da d, Sica Hn ERO BT 18] ELE 
义 的 诱导 被 限 拓扑 ， 空间 吾 装 备 着 这 一 拓扑 就 称 为 空间 《可 ie 
$j 35 3- 3 f, 

为 了 使 得 在 诱导 极限 拓扑 内 凸 集 玉 是 0 点 的 一 个 邻 域 , 其 必 
要 和 充分 条 忻 是 对 所 有 d—1, 2, …, & — REV DE XE ELO 
点 的 邻 成 。 又, 通过 取 所 有 凸 包 


y-r(ür.) 


而 得 到 E pnm Rak 4H, HF 了 ,遍历 EL 中 0 点 的 基本 同 
AUR, i=l, 2, =, 

$28 1.1. HE JE (Eos 的 诱导 极限 ， 并 设 也 是 任何 局 部 
GAN, RER ut EF RESESSIE 6, 的 
限制 由 是 ELS) F POR rESENUM. 

证 明 bu EE, RU — T UB] ws 亦 过 继 ， 这 是 因为 按 定义 ， 
和 全 等 映射 E. E RXESEBG. 反 过 来 , 设 每 一 个 4 是 加 AF 
连续 上 映射。 BEF NO 点 的 点 邻 域 U, 存在 E, 内 的 0 点 凸 邻 域 
Vitt act, Wi 


y-r( V.) 


是 互 肉 0 点 的 令 域 并 且 显 然 %P) CU, Fue AAF AE 
FER. uS. ， 

定理 主 . 委 ， 设 疝 晶 空间 加 是 一 列 增 加 的 局 部 凸 空间 (Ehen 
之 和 , 使 得 

(D 对 每 一 个 名 SEHR BI E,— EL EER, 

(2 HEt i, E. 上 由 Esa 导 出 的 拓扑 与 盏 的 拓扑 相 一 致 . 

(3) HEH i BB 是 Eia Bgm T ux Ig, 
则 QE ATREA Ebh A 如上 的 原先 的 拓扑 ，(Gii) T 
A 在 诱导 要 有 限 吾 内 是 有 界 的 当 和 且 仅 当 存 在 一 个 指标 j, EBA 会 
在 E, 内 并 且 在 E, 内 有 和 界 ， 
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证 明基 于 下 而 的 引 理 

引 理 1.1， 设 王 是 局 部 后 空间 并 设 好 是 五 的 闭 子 空间 ， d 
iE V EGARRI EE DT Jt ec F ega, 则 在 F 
内 存在 原点 的 一 个 平衡 凸 开 邻 域 玉 EF iIumwng-rv. 

WEBB AGE Fp pE WE F BTE OO AREG I 
Spi Fo, qf 

(onmG=1 以 及 VoNGcr. 
令 到 是 六 UV 的 平衡 下 包 ， 容 易 夏 出 瑟 是 并 的 ， 现 在 我 们 证 明 
Wne-V. RA, FND, EwcWng, Sil n 
习题 21) 
w — am + Bto 
Hh oEF, wE M leal +|8|<1. THEE 8:0, 否则 将 无 
沉 证 明了 .但 上 面 的 关系 意味 着 vC Von GcV, FÈ wEV., 最 
后 ,用 反 证 法 , 设 =E 丰 ， 则 o-y-c EH yeg, xEVo， 于 是 
y—z—zC€ (z-Vo na, 
这 是 不 可 能 的 WEB. 

;EXRI.3. 的 证 明 1. 为 了 证 阴 在 每 个 E, Edi E Euh ndn 
hA E; E p 56 EB ad 3H — 36, 只 要 证 明 , 对 召 ;: 中 给 定 的 0 点 的 
AER Vo 存在 E rp 0 点 的 一 个 邻 域 下 使 得 

FF NE, vé, 
利用 引 理 , ABA HE Em 中 存在 0 点 的 平衡 凸 邻 域 序列 
Fan, k=0, 1, 2, e 
使 得 Fina F ior N Euri k=i, 2, Tt 


若 我 们 设 V =Ü V iis 


TRE d V E Ep O0 点 的 邻 域 并 且 玉 一 玉 NEn 
2. EAEE PERE, MEER, BETREE KH 
标 名 使 得 4 含 在 总 内。 于 是 ， 我 们 能 找到 一 个 增加 的 指标 序列 
4 和 石 中 一 个 序列 (oo 使 得 
GEANE, d xd E. 


由 避 理 ， 存 在 序列 Va), V, 是 Eu, PO HUESCA COT DR, d 
得 
wn C nV. AI V. n B Vaca. 

V= Va RP dE 0 Aut gh, 使 得 
. Yn ELQ—V. 和 En &aF. 

这 和 4 是 有 界 的 假设 矛盾 ， 证 毕 . 

Bb 1. ERO LU 内 的 -- 个 并 集 , 又 设 (0 是 四 的 一 个 增加 
OWUCCAUEAL AER O-UIK. H 
E-—O, (2) 
是 定义 在 Q WU BEEN ZAER EESE e s D 48. N S 
M. 4 


4p 


E,—-0,(Q, Kj) 
是 0,00) 的 子 空间 , 它 包 含 所 有 紧 支 柱 在 K AKRA. BA 
O,(Q) —1 JO,CG; E. 


EOQ K) 上 ， 我 们 定义 在 区 ;上 一 致 收 化 的 拓 补 ( 见 第 44 
45 2. 这 一 万 扑 是 由 半 范 


Pr Cf) =sup VICOS 


. Bre X B im PR. 容易 看 出 pa 不 仅 是 半 范 而 且 实 际 上 还 是 
CQ; K) LAWR HEERE, OL (0; E) 是 一 个 Banach 
ZH, RNEREEARERA 
OA; KD —5 0,00; Ku 

是 连续 的 . H, C,(0; K) 是 CQ; Kom T s. "— 
的 所 有 假设 都 满足 ， 我 们 在 C.(0) 上 定义 空间 OQ, K) 的 诱导 
极限 拓扑 ， 这 一 拓扑 称 为 O69) Bj h FE de dl. 

作为 定理 ,3 的 一 个 结果 ， 我 们 能 够 看 出 ，Do(g) 内 的 序列 
(fn 收 人 第 于 0 当 且 仅 当 下 列 条 件 满足 : G) 存在 六 的 一 个 紧 集 .五 ， 
使 得 对 任何 j, supp /,C-K, Gi) FI Code E— 80 ST 0, 
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3E X, 1.15. € t Radon 测度 是 CQ) Effe Seek ETE ER. 

全 上 所 有 Radon 测度 组 成 的 空间 记 为 MO), "Ez: CO) RU 
HIRA. ORT HOS ERE ME 

DIOS —C 
是 一 个 Radon 测度 , 其 必要 和 充分 条 件 是 ， 对 O eg — T T 
K, 线性 映射 在 O,(Q; K) 的 限制 是 连续 的 ， 这 由 命题 1.1 xr. 
即 得 出 。 等 价 地 ， 线 性 映射 是 如 上 Radon WEY EIR Q dU 
每 一 个 紧 子 集 E, 存在 一 个 常数 Me, 使 得 
laH) | S My-sup |ó(2)], YEE; K), 


Radon 测度 的 一 个 虱子 是 , 对 每 一 个 在 2 内 局 部 可 积 的 函数 
了 (特别 , 每 一 个 连续 函数 六 09 


uid) = |, 了 v6 ec.c) 


确定 全 上 的 一 个 Radon 测度 . 

此 外 ， 若 Li (0) 表示 所 有 在 中 上 局 部 可 积 函 数组 成 的 向 量 
空间 , 再 映射 
fh 
给 出 ICO) 到 MO) 内 的 嵌入 ， 事 实 上 ， 若 在 0,(0) 上 m=0, 
则 了 在 Q 内 必定 几乎 处 处 为 零 , 于 是 了 是 O 的 零 元 素 . 

关于 Badon 测度 的 更 一 般 的 讨论 , 读者 可 参阅 Bourbaki[ 呈 , 
2. &W|I£(Q), 1«g«oo. EaR 的 一 个 开 子 集 ， 并 设 
下 是 但 的 任意 一 个 紧 子 集 . WIK), 1<p<o, Æ p KARA 
数 并 且 具 有 含 在 玉 内 的 紧 支 柱 、 装 备 着 自然 范 数 的 空间 , po oo 
hj, I”(Q) 是 本 性 有 界 函 数 并 且 具 有 含 在 区 内 的 紧 支 柱 、 装备 着 
自然 范 数 的 空间 、 空 间 LE), 1<p 拟 十 oo, 是 Banaoh 空间 ; 车 
KiCK. MRA PK) DOOR.) 是 连续 的 , 而 且 DOES Ed 
P(E) ginis LOC) 的 拓扑 一 致 、 对 的 所 有 紧 子 集 
K, D(K) 之 和 记 为 3(Q)， 基 (KD 是 总 的 一 列 增 加 的 紧 子 集 ， 
其 和 为 Q, BA Z2(0) MLE), i=l, 2, …， 满足 定理 1.3 的 


at 


所 有 假设 PEPELO 上 定义 与 子 空间 (KD) G-1, 
2,…) 补 联 系 的 诱导 极限 拓扑 ， 


m 
1. 利用 Leibniz 公式 展开 Auv) 和 Auo, 这 里 
a-hir 
2. Æ n=l 的 情形 下 写 出 Leibniz A.I). 
8. E pcN^, 证 明 
Bruen) p^ PIT Ou Et. 
4. ig (x, É m Eb opem es, 并 设 卫 (BD) ARRE. A 
P) (wm) er £9) ett PPLE HE). 

5. 证 明 第 3 节 中 定义 的 国 数 BG R P306 C7 函数 . 
; 6. ic JER"AMBESUSGERUS XXE, Xi ve EvR os PAR. 
WEBS. Q) w-»vedEpR" 上 是 一 致 的 Qi) fe LR) 内 v. v, Lepat, 

T. BORD E R^ ARRAES HH Hore oo Reiz Sic F O B9 oa x f£ £R p 
ARZEL  ireesbreCT 0 即 对 任意 e0, FERT EECA, REM — 
IEE 有 [Fa 二 se。 证 明 每 一 个 JECnCRsy 都 能 够 被 CO(QVO BIEN ER? 
P85— Si Jr, 

3. 证 明 第 3 节 例 工 和 例 2 riga T e S Tp ApEx 
的 是 半 范 . 

9. RER f B. BIAIS ER, 并 且 在 其 上 装备 着 由 一 个 半 先 
呈 定 义 的 拓扑 ， 证 明 上 映射 . 

m, i) CEXx E z4ycE 
(A, DEExE > MEE 


是 连续 的 . . 
: 10. AR 9 AEA Viro sr F) ERREX RG o i 3 3E AER 
£8, 再 由 这 些 组 所 产生 的 拓扑 与 召 的 向 量 空间 结构 相 容 ， 
11. i E Eitha. ERS 
， XCcE- a zcH 
和 sEE—> ACE 
其 中 EE, ACK, 120, IER E EKHE. 
12. 证 明山 集 之 交 仍 为 凸 集 ， 
15. 证 明 4 的 贞 包 可 以 用 第 10 次 上 所 儿 述 的 那样 来 表达 ， 
t2 


14. 设 3 是 由 平衡 , 凸 , 间 为 吸收 梨 和 所 定义 的 半 范 , 证明 
ixg E:g(z) ellc Vc foc Eiq(z) xl], 

15. 完成 定理 1.3 rA AR PE OD E EH A "IE CO ITE, 

16. 设 召 是 一 个 向 量 空间 , 并 设 如 是 吾 的 慌 数 对 侦 8* 的 子 空间， 证 
明 由 一 族 举 范 Cpor) wrex EH E EUSEB TI ie Le 
(其 中 了 是 由 M BrSENEUHS ET AFER, 所 定义 的 局 部 辐 拓扑 是 一 致 的 ， 

17. 设 召 是 拓扑 向量 空间 并 设 E 是 它 的 对 偶 ， 证 明 霸 拓扑 COE, E) 
S9 Edad. 

i18. y EJRETMIERZRIRBÉ — 证 明 强 对 偶 Ea 内 序列 Gn KAFI UH 
RAHE E REAR EL LRAG G2) BATF 0. 

19. iC Rataa EA E kART, NHARE E (Padaca 
所 定义 的 总 上 的 插队 在 将 所 换 成 如 时 保持 不 变 , 这 里 G 是 召 的 一 族 有 界 
集 , 它 是 由 如 的 相似 集 的 有 限 和 所 得 出 的 . | 

20. i E RIF ENAH RZA, 又 设 :斑斑 了 是 连续 线性 映射 ,证 
BRA E ERAR, IN «CAD 在 站 由 有 界 . 

21. 若 4 和 马 是 两 个 凸 集 , 证 明 每 个 =E 工 (44U H) 能 写 为 4=ax+By， 
RE zCAÁA,gC€B, a0, B20,a--8—1 BAA DRANGE, 证 明 
fi SE DCAU B) 能 写 汶 zax 十 By, HICA, y€B, |a] - |8| «1, 

22， 证 明 在 引 理 1.1 的 证 明 中 构造 出 的 佛 印 是 开 的 ， 

28. WRF A E R 的 一 个 开 子 集 , 则 存在 一 个 增加 的 紧 集 序列 (C), 
EAE cam U,E,-4. 

24. WEC,(O; K) 装备 着 在 E 上 一 致 收获 的 拓扑， 证 明 : COCoQ2; X) 
是 Banach 室 间 ; Gi) 这 一 拓 扣 和 出 CD Submmdtie- 9 n. 

25. 设 豆 和 五 是 生 的 两 个 紧 集 , 如 CC 二 证 明 欣 六 C. 2E) 6,02; L) 
是 连 桂 的 并 且 OQU23 EO X CQ; P 的 团子 空间 . 

26. 证明 第 6 节 人 重工 中 所 建立 的 C, C) Ps c SR PS E. 

37， 证 明 线 性 函数 4 C, (0) 5 C 是 Radon 测度 当 且 权 当 对 每 个 紧 子 集 
KCA, 存在 一 常数 M, 使 得 

Is C91 Mmp Aal, PECCA; E), 


23， 我 们 称 口上 的 Radon WEE E O JE T SR U EFO, 当 且 权 当 
WO) 二 0 对 一 切 PECORA. 证 明 著 点 在 Ui: EURE Us bÆ O0, Wye 
在 UU Us 上 是 0. 《提示 利用 单位 分 解 . ) 

29. kei A EA Radon 测度 ， 在 afp 使 4 是 9 的 最 天 的 开 华 之 从 
集 ， 称 为 只 的 支柱 ， ERE SEL 将 了 作为 函数 或 者 作为 Radon jj 


E, 其 支柱 是 相同 的 . 

30. dE (CCODY JE COO Bap x48, COD ERAH S nds EH. 
ne€Q») 当 且 可 当 存在 常数 Coi TESECO, 使 得 

19) | C up i$), PEC). 

31. (5 HARA & € (C G2»! EXE 0 工 的 一 个 Radon WE, 

Gi) 证 明 能 够 将 C0)' 罩 成 站 (DD) 的 子 空间 , EEG LARE 
Radon 测度 组 成 的 空间 . GES: C.CGM) d Co) 的 稠密 子 空间 ,.) 

Qui) EE CUO) KEARE a LAR ZER Radon 测度 ， 


第 2 5 
XAK 
1. CO 的 拓扑 


设 避 基 Re" 的 一 个 并 子 集 , YEE p jaa. E O A 
REC T S.C ETME OA, 记 C" (2) (或 按 Sehwartz 的 记号 [28] 
EXEO) 是 所 有 上 其 有 直到 m 防 连 续 炉 导数 的 复 值 画 数 组 成 的 
空间 ， 对 每 一 个 ?一 二 2, …, ELFE 

Pn (9) sp (2921, Yh EO™(O). 


i| m. 


这 一 半 范 族 (ms. 5 EXT O^ (2) 上 的 Hausdorff 局 部 凸 拓 
扰 ， 因 为 这 是 可 列 族 , CO 的 每 一 元 素 有 一 个 可 列 基 本 邻 域 
组 ， 于 是 O"(0) arg Brot E M. 
O" (2) B Tabs. 我 们 常常 把 它 称 作 C (2D P] EL AR ERES, CEA 
3 EA PUR BEC m. 的 导数 在 如 的 紧 于 和 集 上 一 致 收 人 证 的 拓扑 . 事 
SE E, RATE FARE. 
定理 2.1. FF (ox) 在 O" (2) 内 收敛 于 0 的 充 要 条 件 E, 
对 每 一 个 |a| «m, 序列 F hr) 在 台 的 每 一 个 紧 子 集 上 一 致 收 禹 
T 9, 
证 明 dE ljal «m, JURE JE OQ Bg—^1- CT SR. 选取 了 使 得 
KDE, Xi 
V = {p €O" (0) Pm, (0) 8], 
EE OO" 中 日 点 的 邻 域 , 其 中 8 是 一 个 正 实数 . 若 序 列 (中 中 在 
C^(Q py d Sc P0, 32 f RETE UR dH ER o, [E S 2 ED AS TUN 
WEK, Pi, . 
sup |8* di (s) | «8, VEZ» ko 
la| «in 


XOU, HAE (^d) E 五 ,上 一 致 收 黎 于 心 于 是 在 五 上 亦 好 此 。 
作为 练习 ,我 们 把 充分 条 件 的 证 明 留 给 读者 -. 

QR ERIS, O 的 自然 邱 扑 是 使 得 线性 上 映射 

OO) — C(Q), la] «m, 

为 连续 的 最 弱 的 拓扑 ， 其 中 空间 OQ EGO ERU B MR ILI 
B EO. 于 是 可 以 将 定理 2.1 重新 叙述 为 ， 序 列 (g 在 OT (0) 内 
RAFO 当 且 公 当 对 所 有 [e| «m, 序列 (29) fk O(0) vg cox 
于 0. 

定理 名. 号 、 局 部 凸 空间 OT (0) 是 完备 的 .“ 

证 明 设 ($4) 是 Om(Q) 内 的 Oauohy 序列 ， 特别 ，( 是 
C (Q) 内 的 Canohy 序列 ， 但 C(Q) 二 一 个 完备 空间 (第 1 章 第 4 
节 例 多; TE, FIGo kaTa) tnk 另 一 方面 ， 
Ap g^ isis, 序列 (和 d) 483€ C (0) 内 的 Qauohy 序列 , 于是， 
dk O(Q) H 8 d, b, 1c n, 由 分 析 中 的 古典 定理 [36，p.140] 
=A, I«é«n, 再 利用 归纳 法 ,我们 可 以 证 明 对 性 何 
alam, EF (O^) ic ST O(Q) f it — 4-253 s F E ha 

=h, E, 

根据 定义 1.13, O"(Q) 是 一 个 Freohet 空间 . 

设 On) (或 者 按 Bobwartz Bia 9 81E A E (0) JE OQ 93 
AA RARER, WAE (On pao. 12, -， j=1, 2, 
9, … 定义 了 O= (的 上 的 局 部 凸 Hausdorff 拓扑 ， 称 为 C^(0) 的 
自然 拓扑 . 容易 看 出 , 用 Cr 加) REO, 定理 2.1 和 3.2 亦 
真 。 于是, O~ (QD 是 一 个 Freobhet 空间 , 其 拓扑 与 使 得 线性 映射 

8*:0*(Q) —O(Q), Va 

Are Sn Sdn ibdH— 3, Honey] O(Q) 装备 着 它 的 自然 拓扑 ， 
EAER O7 (2) Buda TRAE: HES e T O7 (OQ) — O" (2) 对 所 
A o m0 inedit. 

二 面 的 定理 给 册 了 O-(02) PW APERTE, 

, SEHEZ..S. C7(0) 中 的 子 集 4 是 有 界 的 当 且 仅 当 ， 给 定 一 

个 整数 m2-0 和 一 紧 集 下 CO, FERM O70, 使 得 


[82 (2) | &O, Vla| «m, YEK, YEA — 

证 明 EA AWEZI. ATER AAR, 我 们 必须 证 明 ， 
HEC (全 中 0 点 邻 域 了 ,能 够 找到 数 >0 使 得 X4CF.， 显然 
"pep ETHER: V-íi6€07(25:pQ()ses). 由 关 
于 4 的 假设 , 存在 常数 CIO, 使 得 

[6*6(2) | «OG, Vla| «m, Vr c K,, VPEA, 
设 入 是 使 Os 的 正 实数 . 那么 这 后 一 不 等 式 表 明 
AlE pia |a, Via| &m, YEK, Vo c.A, 
换 名 话说, AACV, FE AOO KAR. 作为 练习 , AE 
给 读者 去 证 了 明 ， 若 4 是 Cr 内 的 有 界 子 集 , MWE iR 
E. l 


C7 (5 的 相对 紧 子 集 


我 们 回顾 一 下 ， 一 个 拓扑 空间 中 的 子 售 ， 如 果 它 的 闭 包 是 紧 
的 , 这 一 子 集 就 是 相对 半 的 下面, 在 Ascoli 定理 的 基础 上 我 们 将 
给 出 O"(Q). 的 相对 紧 子 集 的 特征 ,并且 作为 一 个 推论 , 将 得 出 这 
样 一 个 事实 : 在 O^ (D) 内 , 相对 紧 子 集 和 有 界 子 集 是 一 致 的 . 

定义 号 ,1。 AERECO 的 子 集 ， 如 果 给 定 870, 存在 xo CQ 
RIRU, 使 得 

lp) -下 (co | «s, YoEU, Y$EA, 

MEPR A TE wo 点 等 度 连续 ， 如果 4 在 吃 的 每 一 点 等 度 连 续 ， 就 称 
万 在 口内 等 度 连 续 . 

下 面 是 Ascoli 定理 前 许多 说 法 中 的 一 种 ( 兄 [4, 18]). 

EE 2.4. (Ascoli) O(Q) By T SR 4 是 相对 紧 的 当 县 仅 当 
(1) A 是 等 度 连续 的 : (2) 对 每 一 个 2ED, TR 6 (2: 6C AME 
C 中 是 相对 紧 的 ， 

1X8 2.5. C"(Q) 的 子 集 4 是 相对 紧 的 当 且 仅 当 (D 4 在 
C"(Q) 内 有 界 ; QG0XH8&— A p= On, 7, 029, |pl 7m, RFA 
在 微分 算 子 名 下 的 象 ) 等 度 连续 . 

定理 2.5 的 证 明 建立 在 下 列 结果 的 基础 上 . 
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5]: 2.1. E B JE C PRHARTA. RE E OA) 的 
一 个 等 度 连 续 子 集 
证 明 ABEER, p. 268] 我 们 有 
(GotD -$l | «sup [P (0+0 iA, 


RE A= Ua se, hh), P eon b RE EPEUR LR 3] C 内 的 一 
个 线性 算 子 , PERECHEA. 
E B de CO! (Q) 内 有 界 , 容易 知道 存在 常数 M 2-0 使 得 
np [P (a--05) | «M, V6 C B, 


”代入 上 式 , 得 
path EH). voEB. 
TE BESEER. E, 

定理 多, 各 的 证 明 H AEO BANETA, AG 
O"(Q) 的 有 界 子 集 (第 1 章 , 第 5 节 , 例 8)， 另 一 方面 , 由 Ascoli 
定理 得 ， 对 每 个 |p| m, ?4 等 虎 连 续 . 

EHX, B s d EE CD d (2 pm or, dE p= (ps wn) Tpl =m, 
FERPA HAER, 2 AEA RHEES; 于 是 , 由 Ascoli 
定理 , 铝 才 是 相对 紧 集 , WEG gS (gh … 9) Bii [9] m— 1, 
LR B— A, WEAR BUE CHO 的 有 界 子 集 ; TE, 由 引 理 2.1, B 
是 等 度 连续 的 ， 再 由 Ascoli 定理 , B—otA EHRE AAH 
纳 法 可 得 , 对 所 有 |j2| «m, 94 J& O(Q) 的 相对 紧 子 集 。 于 是 由 
”定理 2.4, A 是 Om(9) 的 相对 紧 子 集 ， 证 毕 , 

X ”0 中 (9) 的 每 个 有 界 子 集 44 在 CO"(9) 中 是 相对 紧 的 . 
证 明 只 要 应 用 引 理 和 前 面 的 定理 就 可 以 了 . E, 

作为 上 述 结 果 的 一 个 推论 ,有 下 面 的 定理 . 

. jgmH2.G. On (2) 的 于 集 4 是 相对 紧 的 当 且 仅 当 4 在 
C^ (Q) E RE 

按照 Grothendieok =, 我 们 建立 如 下 定义 . 

定义 号 .号 .一 个 Hausdorff 局 部 凸 空间 E, 如 果 它 的 每 一 个 
有 界 子 集 都 是 相对 紧 的 , 就 称 这 一 空间 是 Montel 空间 . 


2B 


gl] OO 装备 了 自然 拓扑 就 是 一 个 Montel 空间 ， 这 里 ， 
我 们 要 指出 ， 上 述 定 义 和 Bourbaki, Horvath"", 或 Treves?? 
Bj]. SAU. 在 这 蜂 押 定义 的 所 有 局 部 凸 空间 内 , 这 两 个 定义 是 
— 8&5]. 

每 一 个 Moniel 空间 是 一 个 自 反 空间 [6, 17], TE, On (2) 
是 一 个 自 反 空间 . 

Moniel 空间 的 诱导 极限 仍旧 是 Montal 空间 。 MEE, WE 
EE 7 ena, 的话 性 极限 (第 1 章 ， 386 50), Jp UE ESAE 
Montel 空间 ， 令 4 是 召 内 的 一 个 有 界 集 。 内 定理 1.3, 存在 指 
IR i E ACE, 3 B. A E E, SAR 因为 M JE Montel 空间 ， 
H AE En, 内 是 相 对 紧 的 , 又 因 E, 到 如 内 的 恒 等 映射 是 连续 的 ， 
故 灶 在 五 内 也 相对 紧 ; TE, 由 定义 2.2, E E Montel 空间 . 


2. C6 (2) 的 拓扑 


HEKE HETE, HiO: E) 是 O5 (Q) BT E RI, 它 
AE oBHEK NI BUS EN. EO E) E3175 TR HB 
0" (0) 导出 的 拓扑 , 它 与 由 一 列 半 范 

Ps ($) -sup |E $(2) |, «EN, 
Hx [aca 
所 定义 的 局 部 凸 拓 挡 是 一 致 的 ， 

定理 号 .7 了 。 OF, K) 是 Freohet 空间 ， 

证 明 因为 O06 (0; K) 的 拓扑 是 由 一 列 半 范 所 定 闵 的 ， 所 以 
O08 (Q; K) 是 一 个 可 距离 化 的 空间 。 为 了 证 明 08(Q; K) 是 完备 
的 ， 只 要 去 证 明 Oz (2, K)j& Cr (2) 的 一 个 闭 子 空间 ， 而 这 是 明 
TH. EE, 

EE SB. 设 下 和 也是 两 个 紧 子 集 , KcLca, RNA: 
(D) ERRA C5 (OQ, K)— Oc (0, L) 是 连续 的 (2) OS(Q, E). 
Æ OG (0, 也 的 一 个 闭 子 空间 . 

其 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 


HEBREJE- Ami RE, EECa JEEL 到 ;之 和 和 
20. 显然 ， . . 
0c (0) =L] Og (9; K). 


由 定理 2.7 和 2.8 看 出 ,Frechet 空间 OF(Q; K) KAIS 
RES 1.8 Bü EUG EU. 于 是 在 CE(G) 上 定义 车 空间 Cz (9; K) 
RS HEI. 作为 定理 工 .8 的 一 个 推论 , 这 就 得 出 在 每 一 个 
FERO, Kj) 上 ， 由 诱导 极限 所 导出 的 拓扑 与 di Ce 人) 所 
导出 的 拓扑 一 致 。 我 们 还 可 证 明 ， 如 果 将 序列 (区 信和 换 成 另外 的 具 
有 祖 同 性 质 的 紧 子 集 序列 , 则 Oz (@) 的 诱导 被 限 拓扑 保持 不 变 . 

同样 由 定理 1.3， 为 了 使 得 子 集 4 在 Oz (0) 内 是 有 界 的 , 其 
充 要 条 件 是 存在 一 全 指标 j, 使 得 4 含 在 OFCQ; K) 内 并 在 
Cg(G; KD 内 有 界 。， 等 价 地 说 就 是 , 集 4 在 C8(Q) 内 有 界 当 且 仅 
当 存 在 紧 子 集 区 CQ 使 得 ，( € OCABDEHGTEK, Gi) 
对 每 个 w= (oa …，o)， 对 应 着 一 个 常数 Ce CT ULT. 

l2* (a) | «O,, Vs K, VÀ € A, 

RITE TFF AEN. 

定理 .号 .序列 (gu 在 OO ARKAT 0 24 ARAR AE 
找到 一 个 紧 子 集 ECO Em (D 每 个 西数 dht EE 
内 ，(2) 对 每 个 w 序 烈 (2* 和) 在 上 一 致 收 敏 于 0. 

证 明 设 当 下 一 so 时 页 一 0, 则 序列 (gn) 是 Oz (0) 的 一 个 
有 界 子 集 . 出 定理 1.3, fedg—OCTÓRE K CO 4E 9 BIO E, 
ECF K). 55 —73518, P3 2s Oz (0; EK) 的 拓扑 与 由 Oz (Q) 的 
导出 拓扑 相 一 致 , 这 就 得 出 在 Cz (Q; K) 内 d 0, 

Blk, 00 5 22 4 desk dae OE (Q; KD 内 加 ~>0， 因为 
Ja SERE Oz (0, KK) — Oz (0) 是 连续 的 , 因而 所 给 序列 在 OF (9) 
PESE. uS . 

TE 2.10. 人 恒 等 映射 05 (0) — C7 (Q) 是 连续 的 . 

证 明 ” 按 定义 ， 对 每 个 j, SX OO Kj) —07(Q) 是 连续 
的 ， 再 由 命题 1.1 就 得 出 恒 等 映射 08 (Q) — C^ (2) 的 连续 性 , 证 
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H, 

作为 定理 2.10 的 一 个 推论 ， 可 知 ra) 的 每 一 个 有 界 子 集 
都 是 O* (2) HARTA. 

定理 号 .11，08 (9) 是 一 个 Monte fg, 

证 明 事实 上 , O84Q) 是 Montel 空间 序列 的 诱导 极限， 证 
gm. 
作为 一 个 推论 ,有 下 列 结 果 . 

X OO) 是 一 个 各 汉 空间 . 

我 们 还 要 指出 (O 是 一 个 完备 的 空间 ， A CE (2D 是 不 可 
距离 化 的 空间 ， 故 需 证 明 OO 中 的 每 个 Cauchy 旗子 在 Cc (0) 
AEA, 这 里 我 们 将 不 去 证 明 这 一 结果 . 谈 者 可 参阅 鲍 如 
Horvath[17, p. 1627-1651, 在 闭 儿 讨论 了 一 般 的 情形 ， 

然而 ， 容 易 看 出 08(0) 是 序列 完备 的 ， 事 实 上 ， 著 (fg) 是 
Oc (2) 内 的 Cauchy 序列 ， 它 是 有 界 的 ; TE HER 二 .3， 它 是 
基 一 空间 Og(Q; 二 ) 中 的 Canehy 序列 ;由于 这 一 空间 是 完备 的 
(定理 23. 人 ,于 是 该 序列 在 OO, K) cit LS Ceo) 
内 收敛 . 


1k — 3t 


dt COGO) 是 紧 支 柱 在 日 内 的 所 有 O” 了 务 数 组 成 的 空间 ， X E 
CORO: K) 是 Om"(Q) 的 于 空间 , 它 包 含 着 紧 支 柱 在 避 的 紧 子 集 玉 
内 的 所 有 范 数 ， 在 05 (Q; K) 上 ,我 们 定义 的 拓扑 是 由 Cr (2) F 
n Bo, 它 与 由 范 数 

ml$) = sup |0*$(2) | 


p LM 


所 定义 区 拓扑 是 一 臻 的， 容易 验证 OE LQ; KE) 是 一 个 Banaoh 7E 
闻 . 

如 同 空间 OO 的 情形 那样 ， 在 O8 (0) 上 定义 诱导 极限 所 
扑 ; 它 基 由 一 列子 空间 O83CQ; KREK. WPNE O 
HAMEETE, FERME O, ZH OS Q2) 的 站 化 序列 和 有 和 界 
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集 的 特征 都 与 O08 《0) 的 情形 相仿 .但 28 CO) 不 是 自 反 空 间 . 

容易 看 出 对 所 有 m>0, RA Oo (2) -» O5 (0) 是 连续 的 . 于 
是 我 们 能 够 在 Co (OD) 上 定义 司 得 上 述 嵌 入 都 连续 的 最 如 的 拓扑 ， 
出 于 后 面 将 出 更 的 一 些 理由 ， 我 们 犯 装 备 着 这 一 拓扑 的 空间 
O80) 记 为 Dr(Q)， 在 第 7 节 中 将 会 看 到 , 08 2) 的 自然 拓扑 严 
HT D.) teth. 


3r X Bm X 
ZX 2.9. HORR MI EH RS. OZ(9) 上 的 一 个 连续 
线性 泛 应 就 是 口上 的 一 个 广义 孙 教 . 
上 所 有 广义 函数 所 组 成 的 向 量 空 间 记 为 Dy(9)， 它 是 


Oz (O) B 4E 13H. 
例 i. 设 了 是 口上 的 局 部 可 积 函 数 ， 由 
Tí) =|, F$, YSEA) 
ELH REZE 
T,:7(9) C, 
正如 我 们 所 知 , T; 确定 了 @ 上 的 一 个 Radon 测度 , 即 , C(O) E 
的 一 个 连续 线性 泛 函 ， 另 一 方面 , 嵌入 
OQ) — 0, (0) 
BERN, TAT ELT OO) 上 的 一 个 连续 线性 涝 画 , BD, OQ 
上 的 一 个 广义 函数 ， 在 不 致 于 混 洒 时 , 我 们 将 记 Ty 为 人 
特别 , C"(9) 的 函数, Oms H- co, LP EN, ip roc, 
确定 了 上 的 广义 函数 . 
— 2. 更 一 般 地 , Q 上 的 每 一 个 Randon 测度 上 确定 口上 的 一 
个 广义 函数 。 此 外 , 可 抬 2 (0) 看 成 D' (9) 的 一 个 子 空间 
M(Q)cD'(Q). 
事实 上 , 具 要 去 证 明 车 GE 对 (0) 并 且 
elh) =0, véc os (o), 
aa 


* 


M uo TE fa 0 fj Radon WIRE, BB, iQ) —0, VE CO.QQD. E E 
Ce (02) 的 一 个 元 素 , 那么 由 定理 1.1, 
Jj, = ovii 

EOOD H-tik, WAARA 1 H 6— 0 Bf, Ea 内 
Vm, TE, 由 连续 性 , 200) 一 0， 证 毕 ， 

8. F" 上 的 Dirac M € ô, EH 

S(p) -$(0, YEr") 

所 定义 , EAT SC, 

4. 下 面 给 出 一 个 广义 函数 但 非 测度 的 例子 . =R, E 


dp) -8(-29)-—59 (0), VER), 
BRO 定义 了 OF (P) LEMERRE R (甚至 是 在 OLR) 
DIAREO (P) 上 , 这 个 例 于 可 推广 到 多 变量 的 情形 . 设 Q- Rn 
并 假定 对 所 有 的 6 Oz (RD, 

(6,8, d» —8, 4d» -.9(9), 
Xohl«b«n 后 面 将 会 看 到 ，3x8 正好 就 是 Direo 测度 在 广义 本 
教 意义 下 的 贪 导数. 

5. 单 变量 的 函数 二 在 R 上 非 局 部 可 积 ,因此 在 例 1 的 党 义 
下 它 并 不 确定 只 上 的 广义 函数 。 按 定义 ,我 们 令 
i Te 
(ovd. g)-m [$a 
-üm[ Ode, vecorqo, 


so Jimi» 


这 里 右上 端的 极限 称 为 积分 [ (0) /2)da 的 Cauohy ii. RMN 

有 . 

Í pa ds [7 Ps) do [7 $ (a) dz ' 
IE —9 £ * T 


-$(- 5) ine [ ^ g (a)m|e|de-ġ(e)Ine 
-("Gmlslde — 


ig d (2) — (0) Haha) 以 及 出 (0) - 4 (0, 代入 上 式 ,得 
f „(E de= sh) erm e-f po mlelda 


ib 
- [7 e Ginlzlds. 
取 极 限 , 得 到 
lim | $O de=- "" d (melds, 
其 中 后 一 积分 收敛 , 养生 定义 出 08(R) 上 的 连续 线性 泛 西 . 于 是 ， 
(PV 1, $)=lim| $D aw -人 winlslaa 


EATR 上 的 一 个 广义 函数 . 
由 定义 2.3 和 命题 1.1 知道 , 下 是 口上 的 一 个 广义 函数 当时 
仅 当 对 每 一 个 合 在 9 内 的 紧 子 集 KE, TIO K) LEA 
性 汉 函 ， 换 各 话说 , 下列 定理 成 立 . 
TE 2.12. -RHEA TREO LE Xx B1 
对 每 个 紧 集 ECCO, 存在 常数 0>>0 mE m0, 使 得 
i<T, d^ | <C -sup ;9"$(z)|, vb cOc(Q, K), (2.1) 


证 明 TED). LEBKA, xXTETSEEKCO, T 
是 05 (8; K) LAERE, TE, 存在 0 点 的 邻 域 
V=F (E, m, e) ={p E07 (Q; K):n, (H 2), 


这 里 Pa x (9) = sup [8* (2) |, 
la | m . 
使 得 IT, d»|«1, yhET. 
3-2. E pEr, K) 便 得 $30, Wd 
: ed 
| OE 
这 就 得 到 


| <P, $11 p, ($), véecz (0; K), $0, 


取 0~e-1, 便 得 到 (2. 1) 对 所 有 PEOCEO; K), $0 v, X 
后 ,当中 一 0 时 (2.0 E —p 95k. 


a4 


反 过 来 ， 车 \.T 成 立 ， 它 意味 着 对 任何 j 一 1 2, 
TEO K) EAER, PEREL. DTE OF (0 
上 的 连续 线性 泛 函 .证 毕 . 

我 们 要 指出 条 件 C.D 不 是 一 个 容易 验证 的 条 件 . 当 证 明 一 
个 线性 泛 画 下 着 否 为 一 个 广义 函数 时 ， 我 们 时 常 应 用 广义 函数 的 
下 列 特征 , 它 是 用 CE (OQ) 中 收敛 序列 来 表述 的 . 

定理 之 .13. TED CO) YEER Cra) 中 每 一 个 收 伍 于 
0 的 序列 (o, 数列 (QT, do) KAF 0. 

证 明 i TCD(Q), XU ($9 是 在 Oc (Q) P4 SIUT 0 的 一 
个 序列 ， 由 定理 2.9, 存在 紧 子 集 K CO 使 得 

HWE K), VE, 


和 Q$i-*0 4E Cc (2, E), 
H TEOSA, E) LERE 1.1), FE k— Feo 时 
<P, ha 0, 


反 过 来 , 假设 满足 这 一 条 件 ， 为 了 证 明 a CAREA 

T EER, REEN T 在 每 一 信子 空 间 
Or (Q; Kj, 3-1, 2, = 
上 是 连续 的 (命题 1.1)， 利 用 友 证 法 ， 我 们 假设 存在 某 一 沾 指标 
jo 1548 T 4g Oc (Q3; Ka EAGES, HE SERES Co (0; 下 由 的 
一 个 应 数 序列 (gw 在 Oc (02; E.) PICS 0, CAL, 5) 
PA. AARAA 
OF K,) — Oz (Q) 

是 连续 的 , (9) 必 在 Ox (O) ARAT 0, FET, oo bim 
0,， 这 是 矛盾 的 ， 证 毕 . 


DPM) thE 


É D'O) 上 建立 的 与 出 量 空间 结构 相 容 的 种 种 拓扑 之 中 , 景 
BXSBURESRAs 4UNPEdedbp. X658 DOE TE, 我 们 曾经 在 拓扑 
HEZA- APEDETRRHEIDXCRUBRTMSSEE. Six — npe 
出 , D'(Q) 上 的 弱 托 扑 是 局 部 凸 拓扑 ， 它 是 由 与 C3 9 中 元 素 相 


联系 的 一 族 半 范 
m= |T, dol 

所 定义 的 ,其 中 ECS CD) UATE. 我 们 有 下 列 广 闵 函 数 
译 列 收 襄 性 的 判别 准则 ; 

D'(Qit 53€ HC? og St T 0 ERAN t pEr), 
I (T, RRF 0. 

对 汪 子 也 有 相仿 的 收 敏 羯 别 准 则 ， 这 一 弱 拓 扑 也 称 为 05 (2) 
P3 Bj s Aoi de dT, 

另外 , DO bügeninifRi S304 CES ORO 的 
有 界 集 之 极 集 相 联系 的 一 族 半 范 所 和 定义 的 (第 工 章 , 5430. B 
PAFFI a Pa t A. 

D' (£5 S5 HR TRAT 0 当 且 权 当 数列 (<T,, DOE 
Cc (2) 4$ — 178 4-3 LRAT 0. 

a UER R X. ER Bau TE A T8 D Boe ei 3s] 9] EN, DCO) 
上 的 强 拓扑 是 在 OS (Q) nAAL- Sola ig dnd. RAE, ux 
DEVE (CE EC Dr 


C(A) iii 


记 E' (0) 是 C^ (O) 的 拓扑 对 但 ， 其 中 O- (0) RAN BAR 
扑 、 因 为 BEM 2.10, f ARM: Oz (0) — C^ (0) 是 连续 的 ， 所 
以 E (0) 的 每 个 元 素 人 都 定 义 9 Ef LER, 在 后 面 我 
PERRA, E' (0) 的 元 素 都 是 9 上 具有 紧 支 柱 的 广义 函数 . 
X8 2.14. Tc E (0) 当 上 且 仅 当 存 在 一 个 常数 C>>0, OR 
m0, 以 及 一 个 紧 集 到 C90, 使 得 
KT, $»|«C«supié(|, VEE. (9 2, 


证 明 TEE, TE OCO 内 0 点 的 一 个 邻 域 
V = {h ECO) : Pan, o (O) <E}, 
使 得 
<T, |<, w$crV,. (2.8) 
"5 


B 6€0-(Q) 并 且 pu. «(90 0, 那么 ep Pa r (49) CVV PE 

(<T, $5 | «Oma «D», 
xHC-s3, Ew, XP $€O0-7(0) 并 且 Pm (O 0, 我 们 要 求 
<T, $»-0, kb, Né, 3t ELEE RT Mc. 53 o BOLA 
亦 如 此 ， 如 果 CT, 4» RTO BH GT, Ado 将 会 变 得 充分 大 ,这 
与 他 .及 矛盾 这样- 来 ，(2 .为 对 所 有 $ € C7 (0) 成 立 . RHE 
给 读者 去 证 明 ， 若 (3. 轨 成 立 ， 则 下 定义 O7 (@) 上 的 一 个 连续 线 
HEE. EE, 


E'(Q) 89381) 


WE D'(Q) DP. 我们 只 考虑 E" (Q2) EB de Tom adn th. 
关于 EQ) 上 的 强 折 扑 , 我 们 证 明 下 列 定理 . 

E215. E'(Q) 中 的 序列 CD) 强 收 伍 于 零 当 且 仅 当 , 在 
O^ (Q) BE SEE E, 数列 QUT, PAATE. 

证 明 EEO 中 的 序列 CO SOKOECPÜE. 4 4 是 Or 
的 一 个 有 界 子 集 , 并 设 s>0 是 给 定 的 数 ， 集 ` 

Y =V (A, 2) - {TEF (Q : Vp (P) <8} 
— (P € E' (0) : XT, d», «e, VPEA} 

是 EU BRRIP O Aaa (第 1 章 ， 4530. HN, R 
Bur, (T) 在 EO MEAT 0, 放 存 在 一 个 指标 和 1 使 得 了 EV， 
a= fo BD . 
| ry, Wla, Yio YEA, 
这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 

反 过 来 , 容易 看 出 , 在 E' CO) IRA IUD, 0 点 的 每 一 个 邻 韦 
必定 包含 着 下 述 形式 的 0 点 邻 域 : 

V (As, =, Ag 5) - (€ E' (0): |T, p> 
«e, Voc AU Aa U- U Ax), 

其 中 A, e, ABE OOK RR, A 4 一 44U-…U AR 
A 是 有 界 的 ;因为 由 假设 , <TD do — 0 xt é c4 是 一 致 的 , 所 以 我 
们 能 找到 指标 j 使 得 


EE ri 


(Tar 下 | s, $2949, Vb € A, 
-这 显然 表明 T,CV (As, YI 加 
RIENT TORM. TE. 

Bl .每 一个 有 紧 支 柱 的 局 部 可 积 通 元 户 由 

G, -jy Fe, YEEO=O) 
定义 0~(Q) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ， 为 证 明 凑 连续 性 , 只 要 证 明 
映射 

$4, d 

已 经 在 C (0) EXE BERERI DAT. 

若是 日 的 一 个 紧 于 集 ， 又 车 夸 (Q) 表示 紧 支 柱 在 及 内 的 
所 有 可 积 函数 组 成 的 空间 , 那么 能 够 证 明 

LiD c E'(Q). 
特别 , C3 (0) (m0) 都 是 E' (9) 的 子 空间 . 

2. 更 一 般 地 , O (O) 的 每 个 元 素 定 义 OCQ) 上 的 一 个 连续 线 
性 泛 函 ， 并 且 , 可 以 把 OORE ORTAN, RRE RR 
要 证 明 

C^ (0) cO (Q2) 
PUR ES BO. H.O- (Q) 在 CCQ) PART. 

8. 广义 函数 8 和 8 属于 E (RO). 


4, 广义 函数 的 支柱 


2.4. RV EO-FR, Tera. 38 
<T, 5-0, V$ COS (V), 
我 们 就 称 广 义 函 数 工 在 了 上 是 零 . 
Bl 1. HQ-—R, 考察 Heaviaide $ 3k 
1, db 220, 
| Yw- 车 zs<0， 
因为 了 是 局 部 可 积 函 数 , 所 以 由 


3a 


c, dos [7 6, VEEE) 


XR Eü—^4e]p7 X og 4€. CROMEGEAD HA XX — PO OX RR E dE EXC S] 
《一 oo0, 0) 上 是 零 ， 更 一 般 地 , ERAT EET HR DIESE, WA 
由 它 所 确定 的 广 闵 函数 在 同一 开 集 内 也 是 零 . 

2. Dirae WE ë CLR TZ BU FH 0,0, aisn, 在 R" 一 {0} 上 上 
都 等 于 零 . . 

定义 号 .与 。 我 们 称 两 个 广 文 通 数 请 TCD(0 domi 
开 子 集 太 上 是 相等 药 , UR S—T EY ESTO, 记 为 

| a= 了 了 在 六 上 . . 

8]: 2.2. 设 0jwer 是 如 的 一 族 开 子 集 ， 叉 设 TTED'(09) 

在 每 个 下 ,上 为 0， 则 工 在 各 和 集 
¥ =F; 


E 0, 


证 明 pco), HEESE. WEE. 


TE NH—4T171BGR, 我 们 能 够 选取 五 IUS BT TEE YS …， 
Fo WE bois 是 从 属于 这 一 覆盖 的 单位 0” 分 解 (定理 1.1, R 
9. RIE 


WET), Obl, $ diets 


于 是 $- 316-5. 
BU PEEV) 以 及 于 在 Vs 上 为 ,所 以 
T (9) =X) T (pr) - 0. 
而 是 03 (7) 的 任意 一 个 元 素 ， 这 就 证 明了 外 在 六 上 为 0 证， 
m. 
EX 2.6. ETCD(Q), T HRR O RAKE TAE 

Q ARRE, ITE CT ET E ET 为 0 我 们 把 它 记 为 sapP T. 
等 价 地 , 一 个 点 属于 也 的 支柱 ， 当 且 仅 当 不 存在 该 点 的 形 邻 

域 使 得 下 在 此 开 邻 域 上 为 0。 也 可 以 这 么 说 , T RHEE OR 


小 的 闭 子 集 , EGER PLT AR LB ARARAT HO, 
作为 习题 , 读者 可 以 证 明 下 列 结 果 ，; 

1. Æ pE, TEDO 并 且 

supp ó N suppT=¢, 
那么 T, $5 —0, 

2. & TcD'(o. Tits OUSMaBTsBE, 全 得 若 

由 PEOI, IEE F iod&T- 43x p p=, 则 
<T, p>=<T, d». 

下 而 的 定理 建立 了 两 个 广义 函数 空间 E M D'(Q) 2508) 
HER, 

TE 2.18. ROER KFH. RIA: (D) E'CO)c DUO 
FEARS R TAIE (Q0 FO 的 元 素 都 是 在 如 
内 有 紧 支 柱 的 广义 函数 . 

证 明 G) 我 们 首先 证 明 CE (0) 是 O^ (0) 的 一 个 稠密 子 空 
H. FXE R(E) EREA P3 39] OSEE, 并 且 它 们 
WARE D, iE (8) 是 一 列 O 的 函数 序列 ,在 医 ; 的 某 个 邻 域 
E B,-1, X4 $€O7(3), 4 $,— 8,$ COG (Q) .容易 证 明 在 O7 (2) 
内 

$,-» 4. 

G) RTE) Sipewui (定理 3.10)， 恒 等 映射 
Og (2) — C" (0) JÉ Xe B, TE P RE SQ ES LH. 

另 一 方面 ,为 了 证 明 EFO Æ D) 的 子 空间 , 只 要 证 明 ,如 — 
JRTCE(Q)JERAT, $»—-0 X Bol eos (0 mr, SEAT 
是 恒 为 站 的 广义 函数 ， dox h OS (Q) 3e O7 (Q) 内 稠密 立即 得 

H. 

dE E'(QYRm DOREA A B Aah EE E' (02, aD) 
AREER EER, HUETRPUEGEXHOLOZ(0)-»0-(0)4& — 
连续 的 ; 于 是 OG (02) 的 每 个 有 界 集 是 On (OD) IRL FUR. 

Gi) 晤 后 ,我 们 证 明 每 个 人 EB'(D) de Q PEE XCEE, 在 定 
382.14 WER, HAASE TEE O), 则 存在 数 s>0, 整数 

40 


mhi DIE £2 f —- ETRE, 使 得 对 所 有 满足 
Pm v (o) «8 
BJ $co7(2), 有 
KT, $» | «1, 
RIER UE SEXE Bro HE E nu O —0 f $ cO- (0) d CT, dv 
=0, HJEM écoc(O—K) 显然 是 满足 上 述 条 件 的 , 这 就 推 得 
TEQ-E E4750, 于 是 了 的 支柱 必定 会 在 下 内 ， 证 毕 ， 
例 1. Dire 测度 有 等 于 {0} 的 紧 支柱 ， 
2. O'(Q) 的 光 素 都 是 Radon 测度 {因而 是 广义 函数 ) 在 器 内 
有 紧 支 福 . ( 见 第 1 章 习 题 398 和 81.) 


5. 广义 函数 的 导数 


定义 如 .7, EORR" HETE, 又 设 卫 是 (OQ) 的 一 个 元 
R, T AFER m(L<t< 几 的 偏 导数 是 由 公式 


T $) =- Der E». vé€ ct (0) (2.4) 


所 定义 的 广义 少数 T/a, 
l FHUSuE-OEXBMP SU. UdEOLSO3mE S W 
7 和 它 的 所 有 偏 导数 OLI 确定 口上 的 广义 男 数 ， 分 部 积分 表明 


k dL óda- - f, f E dz, yp €Oz (Q), 


xx 5 Tef RRd. eh EXBRAGROREBHPS SERA 
函数 时 ， 在 广义 务 数 意义 下 了 的 导数 (e.d ELA) 总 是 
和 了 的 古典 导数 相 一 致 的 . 
Bta-(m, «e, on) 是 非 负 整 数 的 一 个 4 元 数组 ， 并 设 人 是 
已 (9) 的 一 个 元 素 ， 由 归纳 法 , 我 们 定义 OT «Wr. 
(T, $»—(—1)"«T, 8*4», vécor(o). (2.5) 
若 广义 函数 全 Jedi OQ pi O" 函数 所 确定 的 ， 那 么 分 部 积分 
法 表明 , 在 广义 西数 意义 下 了 的 |al Qm) 防 导 数 与 声 典 意义 下 对 
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应 的 了 的 导数 是 一 致 的 . 
我 们 列 出 广义 画 数 的 导数 的 一 此 十 分 有 用 的 性质 
i. 广义 函数 意义 下 的 微分 , 是 一 个 在 D'(3) 上 处 处 有 定义 的 
"T. 
2. 每 个 广义 函数 有 性 意 阶 的 导数 ， 
8. e & T T€ D'(2, 我 们 有 
ern __ er 
ôr Dr, ay Bio” 
TAREN, RATER RRR S DOS. 但 对 函数 的 
Ti HUNG 正如 我 们 已 经 知道 的 , AARRE. 
4 KH 


13, kn, 


DM —D'(Q), i«k«n, 

在 强 拓扑 的 意义 上 是 一 个 连续 线性 算 子 . 

事实 上 ,容易 看 出 映射 

2r: OF (£2) — Oc (Q) 

ET XE SEA FEBR DS 于 是 , 它 将 有 界 集 映射 为 有 界 集 。 这 时 , 在 
强 拓 扑 下 从 D (O 到 D'O Pai Blei 2x 的 连续 性 由 下 面 的 结 果 
即 可 获得 : EAE OQ 4H ACTES RUE B RE A dk OL BS 
FEATH, WER B^CD'(Q) 在 本 作用 下 的 象 必 会 在 AP 内， 
我 们 把 它 的 证 明 留 给 读者 . 

H 1. 前 已 推出 ， 每 个 CQ 的 函数 确定 全 上 的 一 个 广义 
应 数 , 它 在 古典 意义 下 的 一 阶 偏 导 数 , 与 在 广义 函数 意义 下 相应 的 
偏 导数 是 一 致 的 . 

2. K% log|z| 在 F^ 内 是 局 部 可 积 的 , 于 是 它 确 定 一 个 广义 
E LCS OE SLE 


-E log |a|, $ )- -| GogleD d G)ds, voz R). 


于 是 (d/de)log|s| = P-V- (1/2) (458 33 HA 5. 
$. B O-—-R, ;:E p Heaviside iiir 
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， 若 “>D 
Yo = (s E r0, 


在 广义 活 数 的 意义 下 , 它 的 导数 由 下 式 定义 ， 
dY d 
办- T, 
=- [14$ - e) =, d», vé cos qo. 


所 以 Y'-8, 
它 是 Dirac 测度 . 

Heaviside 函数 了 (sw) 在 原点 是 不 连续 的 ， 在 这 个 不 注 续 点 上 
BS RE SE P 1， 于 是 , 我 们 可 以 说 , 它 在 广义 函数 意义 下 的 导 
数 是 Dirao 测度 5 SEER AR MRE RRE. 

4， 更 一 般 地 , it OQ E R Wi — 3E B] (o, 8), it ac, X. 
设 f 是 8 一 {a} Ei OUS, ARR 

lim f (2) —f(a—0), lim f (c) =f (a--0) 


存在 并 且 有 限 , 记 J (2) EA f a+) (a0). 函数 了 在 5 点 
有 一 个 简单 的 不 连续 点 《或 第 一 类 不 连续 点 )，Jf (a) 就 是 了 在 4 
RADIE”. 又 车 了 的 古典 导数 [人 ] 是 口 - (2) 内 的 有 界 函数 ， 

按照 我 们 的 候 设 , 了 和 [7 都 确定 上 的 广义 函数 ， 现 在 我 
们 来 寻求 了 在 广义 函数 意义 下 的 导数 ， 对 所 有 中 E03CQ), 我 们 
l 5 s 
Qd, d»- - rs PC rer. 
由 分 部 积分 法 , 得 | 

《Po d» [Xa -f 0—0) Jla) +[ FI-A, 
其 中 [J 家 示 玫 的 古典 导数 ， 把 最 后 式 了 重 写 一 下 即 得 ， 对 所有 
éeorq), 
f, $7 OD Be, DHL, Y 
于 是 f'—Jf Gau  Lfl, 
Bh, 在 广义 函数 意义 下 了 的 导数 等 于 古 由 导数 L7] 与 质量 JG 
«5 


全 中 在 ww 志 的 测度 之 和 ， 

5. HORER 的 一 个 开 子 集 ， 它 的 边界 工 是 光滑 曲线 ， 设 
fw, pE QUT L C! RAR, FAE (QUID)? E220, 于 是 f 
及 其 偏 导数 在 工 上 有 简单 的 不 连续 点 用 好 /9x 表示 了 在 广义 
函数 意义 下 关于 3 的 导数 , 户 表 示 了 关于 2 的 古典 导数 ， 有 


A $)- -<f é»- -7e y)d (e, g)dedy, 
mH Green 公式 , 可 得 
ps pj- [ro aedu- | .fle, 40 bz, s) cosa di 


DC TI THEIS epik. 
WREX 


Qs, d» 7 |, f, (o. yos ad 


就 可 以 把 点 解释 为 支柱 为 十 并且 给 定 了 密度 flw, y) co a hy R* 
EKHAR. 上面 的 式 予 可 换 写 为 


(S, dye (大 du, $). 


四 而 可 以 说 , 在 广义 耳 数 意 闵 下 的 导数 等 于 古典 导数 加 上 一 个 
集中 在 边界 忆 上 的 测度 .在 三 维 noH) 空间 内 能 够 给 出 相仿 的 
fil. 

6. 回 过 来 考察 例 3, 可 以 说 Heaviside i£ Sri 08 2) A 


dy _ 
rmi 


的 一 个 解 . 
我 们 定义 R^ 内 Heaviside jer T. 
I， 若 四 由 e, >D, 
Y (m, +e EP 其他- 
Wi Y (m …， gr) 是 偏 微分 方程 
oy s 
Or, On, 


的 一 个 解 . 我 们 在 ”一 2 的 情形 下 来 验证 它 ， 按 定义 ,对 一 切 
PECE RY), 


pom $)- (r 7 ri 多 
荔 一 方面 ， 
(o aan) 9 人 从 


于 是 , Boy/ae gm 一 8， 证 毕 . 

2,8. R PPO) - Ye, R ARRATE A M 
分 算 子 ，、 如 果 一 个 广义 函数 ECD R 满足 了 (2) 吾 ~=5, 我 们 就 
KE ARBOLACT. PREA. 

* 'P-!P(2)— 3 (—1) a 


ENT PHE 35A ECD (RS E35 Boos 
«E, PIO 5 —$6(0, PEOR’). 

在 上 面 例 3 和 6 中 定义 的 Heaviside 函数 分 别 是 算 子 4/dw 和 
g/m Da 的 基本 解 . 在 第 了 章 中 , 我 们 将 给 出 更 多 的 基本 解 的 
例子 ， 并 且 还 将 证 明 常 系数 线性 偏 微分 算 子 必 存 在 基本 解 的 
Maipgrange $E E, 


6. 广义 函数 前 正则 空间 


£32.9. 设 0CR", 又 设 且 是 一 个 拓扑 向 量 空间 ， 若 0) 
C(O CECD (A), 并 且 有 连续 的 出 入 ,其 中 DO 上 装备 着 强 
拓扑 ; GD Oz (02) 在 E AME, RNAI 妃 是 日 上 广义 函数 的 正 
kj. 

E EG&JUSOEDERSUIENNUEI, 条 件 CH) 表明 IE MAM 至 是 
D'(G)Wj—4-F3:hj. AOR EXCCD'(O) 具有 连续 嵌入 . 

B) 1. Oc(Q) 是 品 上 广义 函数 的 一 个 平凡 的 正则 空间 . 

2. 在 定理 23.16 HEA, Ad c cx A oO co (2) 
cD'(0) 具有 连续 的 嵌入 ， 并 县 OZ (0) 在 CO-(Q) 33895; 于 是 ， 
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O=O) 是 广义 函数 的 一 个 正则 空间 ，B'(0) 是 D' (0) 的 一 个 子 室 
fit, 、 
8. 空间 P(Q), 1«&p« 十 ce， 都 是 广 尽 函数 的 正则 空间 .这 
是 因为 03(9) 在 L^ 内 稠密 这 一 事实 是 定理 工 .1 的 一 个 绪论 ， 又 
HA Ln (Q) E 1 (0) 的 对 侦 , 这 就 得 出 IP(9) E D' (0) 的 一 个 
子 空间 . 

4. 空间 OP (Q), mato 是 广义 函数 的 正则 空间 。 这 同 
样 是 由 于 Cz(0) 在 OT (0) 内 稠密 也 是 定理 工 .1 的 一 个 结论 ， 


7. 有 限 阶 广义 函数 空间 


我 们 考虑 空间 C7 (Q) ,装备 着 它 的 自然 拓扑 (第 2 38, 补充 )， 
并 记 D'"(0) 是 它 的 对 假 ， 因 为 OT (2) JR T^ CIRCA — AEN 
间 ， 所 以 对 一 切 m>, DO E D'(Q) 的 子 空间 、 另 一 方面 ， 
O2" (Q) COZ(Q) RC IE: BS OX. 并 且 ODE OO P388 
密 ; 于 是 D'"(0) C D'""(0), ERAI FE E GESEAS 00 

23 2.10. -A X RATED (2, Tcp"(Q, 
我 们 就 称 它 有 阶 专 mm， BARTEN mE., Be TEDO) 
成 立 前 最 小 回 数 是 m, 

Bl 1. Dra 测度 是 一 个 0 ET SRI. 所有 0 EET ERU 
都 是 Radon 测度 . 

”2, # lp m, 则 858 一 89 是 一 个 mm Wr SC ROIG 

3. 每 个 广义 函数 TE E' (0) 都 是 有 限 阶 前 .这 一 事实 是 第 
9 节 中 将 证 明 的 定理 2.22 的 一 个 结论 . 

设 D.(Q) 是 空间 O08 C0), 但 在 — 有 m0, 
T. Og (2) — OZ (Q) "uk ho E bf HR. 我 们 断言 Dri) 
是 广义 函数 的 正 列 空间 . H EA OS (2) 一 De (D 是 连续 
的 ,事实 上 , 这 只 要 证 明 对 每 个 紧 集 K C0, lE 2$ 9h 8t Oz (OQ, KE) 
D,QQ) 是 连续 的 (命题 1. 巧 ， 又 因为 Dri) 的 拓扑 是 使 得 对 一 
切 mm>0 RA Oz (0) -> OP (2) 为 连续 的 最 粗糙 的 拓扑 ， 再 由 一 
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般 拓扑 的 已 知 结果 ， 于 是 内 要 证 明 恒 等 映射 O08 (0; 六 ) 一 OF (0) 
对 一 切 m0 是 连续 的 ,而 这 是 平凡 的 ， 显然 , 05 (9) 在 DO) 
PISIS, 最 后 , HEX. Dr (Q) — D' (DARRA DG) 一 CE 人 9) 一 
OT (2) ARA C2 (0) —D' (0), 而 前 一 个 颈 入 由 定义 是 连续 的 ， 
ETRA ARJO 是 广义 函数 的 正则 空间 ， 所 以 也 是 连续 
的 . 

. 如 时 我们 记 DO 是 Dr (0) 的 对 侦 , 那么 Deia) 是 D'O) 
的 一 个 子 空间 ,并且 

DG) =L D*A), 


Bl, D 是 有 限 阶 广义 函数 的 空间 . 
一 般 说 来 , 空间 Dr (OH DDR RAR. 事实 上 , dE Q—R, 
4 9.J& pi KCN E Hj Dirae 测度 [ 即 ，B (9) = $ (5) 对 一 切 
$COZ(R) War], Ri 5j? Ei Wk RNGA 容易 看 出 级 数 卫 
一 名 3 确定 一 个 广义 函数 ， 并 且 了 年 区 (了 ,这 个 铺子 还 表明 


DeF) 上 的 拓 孙 比 O8 (RY 上 的 自然 折 扑 严格 地 粗 烟 ， 


8. 在 实 直 线 上 定义 的 广义 函数 的 一 些 性 质 


作为 广义 函数 导数 定义 的 一 个 应 用 ， 我 们 能 够 定义 广义 钞 数 
的 原 沙 笋 或 不 定 积 分 ， 其 理论 在 一 个 变量 的 情形 显得 特别 简单 . 
在 这 里 我 们 仅 讨 论 一 个 变量 的 情形 ， 而 把 密 变 量 的 情形 路 去 ， 上 
述 两 种 情形 在 Sebwartz 的 书 中 作 了 讨论 128, IL 3€]. 

EX 2.11. 设 PED'(R),， SED R), 如 果 adT/ds=89, R 


” 称 人 是 六 的 一 个 原画 数 . 


382.17. 只 上 的 每 个 广义 函数 都 有 无 限 多 个 原 函 数 ， 人 性 
4 Bj RAA AEEA. 
证 明 1. iB H Jé Oe (0 i8 —^- T 28H, "AE BD NEUE 


r x (0dt-0 
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BOR x) € OT (组 成 ， 一 个 函数 :属于 召 当 且 仅 当 存在 
V COZ(R) BH xU. FRL EEH, UR 

vo) - [seat 
显然 属于 OUO. 反之， x-y HELPE, 则 之 必 满 足 上 
面 的 条 件 . 

2. 子 空间 如 是 Oz CR) 的 一 个 超 平面 (好 它 的 余 维 数 是 了 ， 

这 是 因为 它 是 由 一 个 齐 次 线性 方程 的 所 有 和 解 组 成 的 。 选 玉 
po € C2 (FR) 使 得 

J doaia, 


那么 , 8 é€O0c (RO) 可 以 唯一 地 表示 为 
$- Apot x, 


其 中 A- [60a 


AAEH, MARA peor Aw. 

3. 其 次 , FAREA ARA T ER Hum SE DBR) 
HRAN A xc HH, 成 立 

T= —8S(p, 

HR x-w. 

4. WREE SEDAR), 定义 

TOD =AT G0) —SQ), vbeasc(R), 

Hop T) i -—AMERCES. HOX — EUER BADÉN A ZCH, 
4 TG)-—S900). SP FXXEUEBH TEREA SIS, WEE 
理 2.19, HEEE o) 是 Cc (R) 中 的 一 个 收敛 于 8 的 序列 ， 那 
ARA CP Gb.) ) 也 收 伍 于 0， 如 果 序 列 Go XE CS (FO. ARAF 0, 
那么 所 有 的 函数 ou 的 支柱 会 在 届 的 一 个 固定 的 紧 子 集 内 ， 并 且 
pr 连同 其 偏 导数 在 民 内 一致 收 傅 于 0. 于 晨 


»—| po (b— +00), 


这 样 一 来 , 我们 有 ， 在 CO AH b— 十 cc 时 ， 
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Xx x — Pa dio — 0, 
于 是 Tids uT (ho) Sb) 00 t), 
5. 最 后 ,车 人 Ti M7 EET MEE ME TET 
Ti- Ts, do XU. Ts, doy. 
4 DC= O1. — Ts, dio 并 注意 到 的 定义 ,有 


TiTa, dy-c- |^ etat 


-0, 5», vco; 
TAE T,-T,—-O, WH. 
作为 定理 2.17 的 一 个 推论 ， 如 时 民 上 的 一 个 广义 函数 的 性 
数 等 于 0, 那么 很 明显 它 必 定 是 常数 ， 并 且 , TCD'COWQE 
PT _ 
da? 
- WAT OQE—CAEHUA AGB, SOS Qu S—d4T/dz, WA 


dS 
de O 


BEELS 等 于 一 个 常数 ， 现在 比较 两 个 广义 函数 和 和 Am, ENE 
相同 的 导数 请, 于 是 它们 之 差 是 一 个 萌 数 B. Ee T= Aet B, 和 证 
B. 
dp ROVER] RAAT E LEA S B9 p Br EGER EC, 这 里 
TUS 
da? ' 
那 就 可 以 把 上 述 结果 概要 地 叙述 如 下 : 
系 ” 实 直线 上 的 任 一 广义 西数 都 有 无 限 包 个 2 阶 原 函 数 . 任 
人 铭 两 个 这 种 不 函数 之 差 是 一 个 阶 拟 2p 一 1 的 多 项 式 . 
E 2.12. HER EXEL b].E. mE RER a >o, 
FESSO, 使 得 对 任何 有 了 腿 多 个 互 不 重 选 的 区 间 (w, 90 WE 


Y a yl «có 
i-1 


0, 


时 ,有 
È fæ) -ful es 
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就 称 了 在 [a, 于 结对 连续 . 
每 个 绝对 连续 函数 是 连续 的 ， 一 个 函数 是 绝对 连续 当 且 仅 当 
ERE Lebesgue 积分 意义 下 的 不 定 积分 [5, p. 106]. 
定理 号 .1B、 设 /(w) 是 定义 在 只 上 的 连续 酒 数 ,又 设 
Fo) gm) a.o. 
并 且 g(z) 是 局 部 可 积 ， 则 在 广义 函数 意义 下 了 的 导数 是 9 
TE 对 所 有 E03(R), 有 MEE 
Ff, p= eF, d5- - ^ fed da, 
进行 分 部 积分 ,得 2 xL 
Q5 Tre rmemas 
-[s0$ ds, dn 
于 是 作为 广义 函数 Pg. dS. 
X9 2.19. 35 7c 了 全 的 导 赦 是 一 个 局 部 可 各 函数 Ko) 


WT! 4 — 4-855] ec E 

证 明 HAHAE g 是 一 个 局 部 可 积 函数 ,于 是 积分 

f 0) - | stb 
有 意义 并 且 了 是 9 BIA EEG, 即 
fm =g) ae. 
[25, p. 108], 并且, 了 是 绝对 连续 函数 [25, p. 108]. 

由 定理 2,18, 在 广义 函数 意义 下 了 的 导数 也 是 g, 于 是 广 闵 
函数 下 一 六 等 于 一 个 常数 , 这 就 证 明了 T 是 一 个 绝对 连续 函数 . 证 
HE, 

这 两 个 定理 都 可 以 推广 到 多 变量 函数 的 情形 [28, 第 工 章 定 
s V). 


9. 广义 函数 的 局 部 结构 
在 第 5 节 中 我 们 已 经 引进 了 广义 柚 数 的 导数 的 概念 ， 并 且 还 


看 到 每 个 广 尽 函数 有 任意 阶 的 导数 .这 一 新 的 导数 概念 特别 多 许 
我 们 在 把 局 部 可 积 函 数 厦 作 广义 函数 时 ， 可 以 对 它 和 它 的 导数 进 
行 微 分 .在 下 面 的 定理 中 , 将 证 明 每 一 个 广义 栈 数 局 部 地 是 一 个 有 
竹 函 数 的 导数 GE LEKET). 按照 Bohwartz [28, 第 III 
TOESEXXI) RNA 

EH 2.20. TEDO), 并 设 w 是 一 个 相对 紧 开 集 ， 使 
得 &CQ， 则 能 够 找到 一 个 函数 EI” (9) 38 — ^ SEA mz»0, d 
得 在 ww 上， 


= I 
Do 
证 明 1. d K-—o, DS TdE—4Jy X BEER, BTE 
Or, K) Eng—^- YESRCRTETE HI, TE, 给 定 670, 能 找到 一 个 
edt 
V-—V(K, k, x) 
—i(i$€O02(Q; K):|0*ó(2)|] «x, Yla] «kb, vac E}, (2.5) 
使 得 


T 


20 |f» | «e, Y$EF, (2.6) 
2. 为 了 简化 记号 , 我 们 记 和 /Ben 9 fg E 
emn 


其 中 mm 是 非 负 整数 ， 设 如是 所 有 形 如 
u—9779  wécor(Q, K) (2.7) 


gy? 
的 次数 组 成 的 子 空间 ， 因 为 这 些 函 数 有 紧 支 柱 , 所 以 由 他 .人 给 出 
的 多 与 由 之 间 的 对 应 是 一 对 一 的 ， 
BE) EEK LI ATR ERARA Banach 空间 , 在 E E 
考察 由 L'ORO FBE. REER PEOR A] 


gr 
dy Sur 


在 LOE)MSRSCP 0, WEJ TOKAT 0. FEE REH 
&UIJREGCEE HUSE. IEE 90, 存在 指标 je, 使 得 


对 一 切 je 


J- fio dai dau in (2.8) 
ifr 
2$) - ft [7.27 EE. L df, di,, (2.9) 
AA iel, Mog (2.8) 2 S EUN 
£ i: :| x. (2.10) 


Ze UCRLREUERAGR OR SN (2.90 ARAH BUS AEG O2 100 18 $8953 
[*$, (3) | &n, Ve € K, V |a] «k, Yj jo (2.11) 
这 就 证 明了 对 所 有 j=jo, HEV, 于 是 有 TOPs vjm.xX 
样 , 便 立 即 获 得 我 们 的 论断 ， 
8. dE E EXEX A&RTEI IR 
l LO) =T), 
这 里 中 与 几 是 由 他 .他 联 系 的 由 刚才 已 经 证 明了 前 结论 知道 , b 
是 吾 上 的 一 个 连续 线性 证 范 , E ERME LE I. A 
为 如 显然 是 五 ( 瑟 ) 的 一 个 真 线性 子 空间 ， 根据 Hahn-Banach 定 
Pi, 线 伺 泛 函 五 能 够 扩张 为 于 (下 ) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 之 再 
由 I(E) 上 连续 线性 泛 孙 的 特征 [25, p. 246], FE — TEE 
g € L7" (E)s18 


Ep - j-- e. vez. 
这 样 一 来 ,对 每 个 $E OT (0, K), 更 不 必 说 对 每 个 EOF(w) ,我 
们 有 
T$) - LG9) = f- je Dor (nom 224, A, 
BB REAL, VE m — 62-1, fe C-1)"'g, Take 
T-o Em, 
$ 1. 函数 了 并 不 一 定 是 唯一 的 事实 上 , 可 以 将 


oh — 
ox" 


的 任何 一 个 解 加 到 上去. 
2. HE K? pf-0, 并 定义 


Fu, e, e) [^ f fs, te, E dts edin 


显然 , 了 是 连续 函数 , 其 且 OUF/Onse0s,—f. EARRA, T 
得 


T- Tua ， 在 ob. 
于 是 ， 广义 函数 壬 能 够 局 部 地 玫 示 为 一 个 连续 函数 的 导数 . 

3. VEU EEK =o iFAR, JFRLUCO, Xi ac CE 
HEEE b a-1, $ G—aF. BR. 

T= €— 在 上， 
.这 里 的 日 是 一 个 有 紧 支 柱 锥 连续 函数 , 其 紧 支 柱 是 在 五 的 开 邻 域 
U pj, 

我 们 将 这 些 结 果 概 括 为 下 烈 定 更 . 

ZEE 2.21. WR TCD(D, 又 设 名 是 一 个 相对 紧 开 集 , 使 得 
och, WMO LEAT Eo t, 等 于 一 个 有 紧 支 柱 的 连续 函数 的 导 
数 , 而 这 个 连续 秒 数 的 紧 支 柱 是 在 名 的 任意 一 个 开 令 域内. 

注 定理 2.20 和 2.21 都 是 局 部 的 性 质 . 车 日 是 一 个 开 集 但 
不 是 相对 紧 的 ， 则 一 般 说 来 , Q 上 的 广 闵 函数 未 必 可 以 表示 为 一 
4- PAESE RAE. Dudes 7 dy ja Brig XCRESR BAIT X EET 
- 2,07 是 测度 的 导数 之 和 . 

然而 对 于 有 紧 支 柱 揭 广义 画 数 ,能 够 缩 出 在 双 内 的 一 个 整体 
表示 . 

l EE2.22., gy AEK TEE 可 以 表示 为 《但 非 叭 
一 前 ) 


T- 229 f dk OL, | 
RUP Se RER XOCEERU SE BEIC, 它们 的 紧 支 柱 是 在 人 的 紧 支 柱 
523 


下 的 某 个 任意 的 邻 域内 . 
证 明 、 设 上 是 一 个 相对 紧 的 开 集 , 使 得 


K cCoccaocU c, 
由 定理 2.21， 存 在 一 个 其 紧 支 柱 在 内 的 连续 画 数 了 使 得 
四 21, do E, | 
即 — T, DD", Eo. 


设 wEeogto)， 在 五 的 一 个 邻 域内 ax 等 于 1， 那 么 对 每 个 
p EC), 我们 有 


<T, PT, ad» CJ [fora 
i Leibniz AXOUPISXAS 。 


à (a-p) = -ZGT 9 2-0 d, 
m rl -Poa Di 
于 是 ， 0,4 -(-1 Baia! | 7972-26. 
令 fo De er fe 


并 作 分 部 积分 , 便 得 到 对 一 切 芭 EC=(D) 有 
T, e-f- [xo je. 
TEH, ° 
系 “每 个 有 紧 支 柱 的 广义 函数 是 有 限 阶 的 ， 
证 明 ET-Of, 这 里 了 是 和 "内 的 局 部 可 积 函 数 ， 这 样 了 
就 确定 了 OPR) 上 的 一 个 连续 组 性 泛 函 ， 于 是 下 是 有 限 阶 的 . 
证 毕 . 
例 i. 我 们 已 经 知道 ( 见 第 5 节 ， 例 6) Dizao 测度 可 以 表示 
为 . 
20 PY 
E Qm OE, ,! . 
这 里 了 是 Heaviside 函数 , 它 是 Re 内 的 一 个 有 界 西数 . 


[ 


2. 设 天 是 恨 内 紧 集 . K BREER z0) 确定 E'(R) 的 一 
个 元 素 ， 函 数 l 


fG)- x cost 


是 绝对 连续 的 , 再 出 定理 2.14 有 
df 


dec = E 


即 ,广义 函数 pz 可 以 表示 为 一 个 连续 函数 的 学 数 ， 

由 广义 函数 支柱 的 定义 立即 可 得 ， 若 ócOr(Q), 并 且 它 在 
TED (Q) 的 支柱 的 某 个 邻 域 上 为 0, WA <T, 办 =0， 现 在 我 们 
来 证 明 当 外 有 上 紧 支 柱 时 这 一 结果 可 以 大 大 改善 . 

定理 号 ,号 3. RT RS XXE EKCOBTJBEÉN, 并 设 它 
BE 万 m%， 那 么 对 所 有 满足 下 面条 件 的 加 EOC ; EE Lag 
一 0 对 一 切 [p| «m I 3r, AA T, d» —0, 

证 明 1. WOK.JEKB e 邻 域 ， 因 为 , 当 假 设 , 当 |p| 一 mw 时 
所 有 导数 6 地 在 尺 上 为 0， 所 以 给 定 w>0， 能 找到 充分 小 的 
s0 di K,COSFH 

le" pla) | «v, Vr C K., 

XP c€E,., WascK E a 与 4 之 间 的 上 距离 至 密 是 e， 
那么 , 车 |p| =mi, RERA A 9^) = 0] 

066) e 36,0 d (m 1G 20) 0s, 2d 
于 是 得 [ep (0) | « (a nn)n. 

和 由 归纳 法 ,有 
[07$ (a) | (e^ n )"- 9», Vip| «m. (2.12) 
2. 和 证 明定 理 1.1 的 系 8 H4, RIER RIA — A HR HE o, 
具有 了 以 下 性 质 ，m COFO), Suppa CE., E K.a 上 四 = 十 并且 
(I a (2) | &O(p, n) e, Va, 
选取 充分 大 的 0>0, 可 得 
l^ a (X) | «O87, Ve, V |p| «m, (2.13) 
3. 设 贞 二 中， 由 Leibniz 公式 有 


一 - P - m^ 
ow AW 9" *a, 0f 6. 


SE 83S (2.12) 81 (2.19) IX. Ex, 恒 得 到 估计 式 

iO d (x) | O7? * te (en mn) nEO — (2.14) 
对 所 有 zw 和 所 有 lp 宏和 oa 成 立 ， 其 中 2 是 一 个 适当 的 常数 ， 它 与 
LESE EE DESEE E 

4. AJET BH) SCGRERC ERU S3 E i du 所 以 有 
<T, ju» = Q1, d», (2.15) 

5j—Jim. AATED, mnsgsli 2.12, 存在 一 个 常数 C10 
使 得 


ic, x» Os sup laz], Vx ECF (OQ, Ka). 


tpl<m 


H 9. ACE 为 江 利 用 (2.1 人 入. 二), 釉 得 
[<T, 45] «C10 

X36 B3, HF o Je HERCOIE IG x T, do —0, ER, 

作为 上 述 定理 的 一 个 结论 ， 我 们 可 以 给 出 支柱 在 原点 的 广义 
函数 的 特征 , 邯 下 面 的 定理 : 

定理 乙 . 锐 和 4 每 一 个 支柱 是 原点 的 广义 函数 都 可 以 上 唯一 地 
表示 为 Dirao 测度 及 其 导数 的 有 限 线 性 组 合 . 

证 明 因为 卫 有 紧 支 柱 , 由 定理 2.33 的 系 , TT 其 有 限 阶 广义 
IK XX, BIDS m CN, Tc D, 

另 一 方面 , S $ € O7 可 以 写 为 


$0 -2) PEO at Rana), 
其 中 Ra 是 0” 函数 , 并且 对 所 有 [p] «m, H 9 Ra 0) =0, zB 
定理 2.28 得 


人 pg ZEO er, a, 


. _ CDU, a 
" op CD, a 
我 们 得 T- 30,28, 


igi xm 


这 一 分 解 的 唯一 性 是 因为 ,车 人 =0, 则 QD, 25-0 于 是 
2,— 0, Yp. WE, l 


3j 8H 


1. 证明 
Pa, QD =sup lé ICA I. t0, j=l, 2, tts 
TEŠ} 


lalam 


是 CO~CQ) 上 的 一 个 半 范 ,其 中 下 是 A AAR TA EMSA 

2. 在 建立 CQ) 上 自然 拓扑 的 时 候 ， 如 果 用 另外 一 列 增加 的 紧 子 集 并 
且 它 们 的 和 为 0 REED, 证 明 该 自然 拓扑 不 变 . 

8. 证 明 集 族 

V-Vm, j, 2) 2-16 € C7 (2) Pm (GP) < e), 
其 中 m0, j=l, 2, …, DE 02-0, £8 E C7 (2) PO B SE dj. B6 Me E 
基本 邻 域 组 ， 

4. 证明 下 列 条 性 的 等 价 人 性 ， 人 D (O JE C^ CO) 内 的 收效 于 0 的 序列 ; 
GD 对 每 个 0<]al «m, 序列 (2 由) 在 CCQ) Pa ie Sk F0; Gl) 对 任何 
0x lal «m, ÆI O pO 在 全 的 每 个 紧 子 集 上 收敛 于 0. 

5. 证 明 O^() 上 的 自然 拓扑 是 对 每 个 Ja] om, 线性 映射 

多 — CQ 
为 连续 的 最 弱 拓扑 ,其 中 ORAA BUR. 

6. WE, G) d$ weC"(RO, Wja.ucO"(RO, HAE P3: a0 
REAT uw, rp o, RE LEE a E SCHEE USERS D Auco R, 
Wi] a, OZ (R^) 在 C8 内 收 笋 于 tt 

7. 证 明 O"(2) LARRIENA mo 0, BUE IR OG 
U^ (O) 为 连续 的 最 弱 的 拓扑, 

8. (人 59) 的 子 集 4 JO FER HL BONS HEA a, HE 0A - (00:66 A) 
ECO 内 有 界 ， 

9. 设 日 是 名 的 一 全 开 子 集 , 并 记 五 (只 ) 是 马上 所 有 全 纯 函 教 组 成 的 向 
EZA. 证明， 全 在 互 (89) 上 由 C(O) 导出 的 拓扑 和 由 CU(O) 导出 的 拓扑 
旦 一致 的 (提示 ， 利 用 Cauchy 公式 ); di) Z2) 是 Montel 空间 . 

10. 证明， pn 加) sup |2*6(2)|, MEN, O E) 上 的 一 个 


ICE 
EXC G) 在 CZ E) 上 由 一 列 范 数 (pu) new 所 定义 的 拓 提 与 出 C72) 
导 昌 的 拓扑 是 一 致 的 l 
ll. 征明 对 任何 如 EM E R $i Cz (0) > (2) 是 连续 的 3E H 


BT 


C5 (125 在 C9 (2) 内 稠密 . 

12. 证 明 CCA; E) E C" COD 的 闲 子 空间 ， 

23， 证 明定 理 2.8, 

14. Fac, ERRERA O5 (0) 35 — ao Cc (20) 是 连续 的 。 

15. dE] ôs lakan, RE Cz (2) 到 CoCO) 内 的 连续 的 线性 映射 . 

16. 证 明 空间 Ehel 和 L*(O) EAE X ARAE EAR]. 

17. LAGD JàJ X AA AIE DU] f] RISO 

18. 车 中 是 R" 内 的 开 集 ,和 证明 C^ Q2) 是 广义 函数 的 正则 空间 ， 它 的 对 
EEND EO KEREKEDNI m BUJ" E [8]. 

19. e ERER, HAE ARRET [e [DA SIC, 

20. GE YGOX RE Heaviside gj 3&. GEB], O Y (2) e^" EA F Pada) 
— (d/dz) 一 的 一 个 基本 解 , 1 是 复数 ; GDY jeten 1/ 0m - D) | REL (2/2) 


—X]" 的 一 个 3 本 | OEECOMGCOL szor 是 算 子 Elo — (d*/dz?) 4-w? 
的 一 个 基本 解 , @ 为 实数 . 
21. R a/a | ev (三 )|. 
22. i 
wp [7 9G). as i [ST 962. as. [7 EO 44.2.09] 


g-40 


Exi, mpanc. uEBBBREI 
HECERY FP [592 dx 


MER 上 的 一 个 广义 函数 , 记 为 PP(- 十 ). 将 它 与 yan [ ev (2)] e 
之 . | 
23. 证 明 映射 - ` 
PECE) >FP f $0 a, 
确定 R 上 的 一 个 广义 函数 , 记 为 EPLY (0 /z], 这 里 
FP n 29. dz —lim ni 2o dri (0) log e] 


+0 


求 它 的 导数 . 
24， 证 明 极限 。 
limf f’ 262. a, — 90. + (oylog s | 


等 于 积分 全 [P/r 的 有 限 部分 ,然后 ,定义 广义 函数 FPCY G0 /23, 
并 与 G/as (FLY (w) /wl]} 比较 之 . 
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第 3 章 
卷 TR 


1. 广义 函数 的 直 积 


设 吕 和 他 分 别 是 只 和 Re 的 开 子 集 . S; pEr (0, pE 

(0), 我 们 记 660v 为 函数 
POPC, y) =p æ) «D. 
代数 的 张 量 积 OT OOO EETA, EHNA HI BURN 
ARH 
u(z, y) =E d; æ) ply) 

HJE XC ule, VD) AR MB 4;€07 (0, Ww COT (00. 显然 ， 
07 (Q) 6907 (的 是 O7 (O x Q0 fro mp ET 35 [8], 而 Oz (x Q 荐 由 
dE EOM (m, y) = (mi cn, 9 yo cs 9 3E HE Ox Q' AAR 
的 所 有 C^ 函数 组 成 的 。 可 以 证 明 , 限制 在 日 XQ' E Bg (o, y) rn 
FARE O (x Q') Eg, 这 里 Oz (Ox QUIESCERE EL Rd. C. 
[17, p.369] .》 由 此 推 贿 张 量 积 OOOO (27). dg Oz (3x 2) 内 
SUE. OX E, 如 对 每 个 YE O7 OA), FEZA IOP. E, 
D), EO (0x00 WIE SCP wu, HIA, Wac (28 Secr, 
EBE u 的 支柱 的 一 个 邻 域 上 有 a(2) BGD — 1, ETE (o (2) BGOP, 
人, $0) BET O7 (0) 6007 (QD) 并 且 在 O7 (0 x 0) PIESCT wu. iX 
TRERXERR—A- ABE. 8I X EE TCD (x0) 由 它 在 函数 
QC 上 的 值 完全 确定 , 这 里 COT (0), b C OT (25. 

定理 3.1, ESED, ED' (9)， 存 在 一 个 且 只 有 一 个 
广义 函数 SGT € D'(Qx Q0 ,由 下 式 定义 ， 

EDP, u(z, 4)? - (S, Ty, ule, y)» 
= <T,, 8, uz, y)? i (3.1) 


(对 所 有 wwEOF (Axa), HERNE é c 07 (2 和 所 有 出 EC 
(0), tis f8 
EOT, $9» —8, dT, 5. (3.2) 
称 广义 函数 S@T E SURUT HERRER), 
公式 (8.1) 可 以 看 作 Fubini 定理 的 一 个 拓 广 ， 事实 上 ， 著 
S-f(z)RiT-g()4 9L Q8 a 上 的 两 个 局 部 可 积 函 数 ， 则 有 


Sa Co ula, DF © 0G, can, 


Tn Sa uto 9)» f o 1j, f Oue v) de dn, 
由 Fubini 定理 , 它们 都 等 于 
SOT, W= f, SOIE, 的 tm. 


PEF: 
定理 8.1 的 证 明 要 利用 下 面 两 个 引 理 ， 它 们 十 含 参 变量 积 全 
的 连续 性 和 可 微 性 的 经 典 鱼 果 在 广义 画 数 上 的 折 广 ， 
3]: 3.1. WE (v, 2) J& O7 (0) 的 一 族 沙 数 , 快 赖 于 一 个 实 或 
复 的 参数 和， 假定 G) X YE. Bd BR V (a) 内 时 , dr, 3) 
的 支柱 会 在 台 的 一 个 园 定 的 紧 子 集 内 ， GD 对 每 个 p= (p, …， 
Da), 导数 (07b /0a9) (m, X) REPE 1-28 Ek (为 的 连续 函数 , IDEE UI 
TcD(o. 
QI, (o, M» 
XBIESEWUN, 
证 明 设 
Va (2) =p X) — (m, Ay). 
FFORDE AS Ij, Æ OP .0, PER, "m 
TED(0), 当 和 -> 时 ， 
CT. Pa (2)»—9, 
T—— ple, ADEE HE EH. 
53.2. Bole, M) € Cz (£2 I — ER, rA 
RAHSA, BUE. G) 5 A YE Xe BE Std V. Qu) PESE, (o, A) 
的 支柱 含 在 台 的 一 个 固定 的 紧 子 集 5. QD p= (5s c5 


ao 


A, (05/027) (vw, 和) 的 导数 (在 古典 意义 下 ) 


8 eg 
GA da (M 


是 两 个 变量 (w, 21) ByrkSRPIEGP H, HEt TEDA), 
C, $i, M» 
TE As 的 一 个 邻 域内 可 微 ,并 且 1 
P 
ax Ta ple, D= (n, $2 EE (s, 2) 
证 明 $ 
dno) = ELIE $0 W BE e ay 


容易 看 出 条 件 ( 刘 和 (0 意味 着 在 C7 (00. P1590, FE MEt 
TEV, 


(m, LE rh -te DT, 3h iy quo, 


WES, 
注 1. 引 理 3.1 和 3.3 对 只 恢 赖 于 多 个 参数 Au t ABI 
情形 显然 亦 成 立 . 
2. TEE QUE p, A) d$ O7 (0) 的 函数 族 的 情形 下 ， 
4 5533.15) 3.2 类似 的 引 理 . 
^ XH S.l. WER 1. 设 &ECF(QXDD， 册 引 理 3.2， 
<Ty u(s, y)» 
是 变量 oe (es, e, a) 的 OT IL OEBLABUS IB, 它 在 从 内 有 紧 支 
TE. TESERMRIDDRRE RERUE Y C EA S, 并 得 到 “逐次 积分 ” 
QS, Cy, uo, >>, (3.3) 
EE SE RES 
Qu, Da um, y)». (3.4) 
2. Fula, y) -ó(») ba), Hb eécoriaveor(o, 
很 明显 地 有 
Een Ty u(m, FP m Dy, Da u(m, y) 
—48, d» 4T, do. 


TEX BIA ERVETS i (3.3) 和 (3.4) dx C7 (0) 6907 (0). 上 是 一 臻 
的 . 
9. 最 后 , 线性 映射 

uC Oc (Ox 7)  CT,, ule, y) EA) (3.5) 
是 连续 的 ， 事实 上 ， 这 只 要 证 明 (我 们 把 证 明 留 给 读者 作为 习题 ) 
EÉ 和 GO) 上 连续 就 可 以 了 ， 这 里 ，O5 (全 0007 (00 上 
装备 的 拓扑 是 由 CD(OxO0) 上 揭 拓 扑 寻 出 的 ， 由 此 便 得 到 (人 (3.8 
THG.4) WME O7 (QxQ) EEE. WES, 


直 积 的 性 质 


1. SOT 的 支柱 等 于 名 的 支柱 和 的 支柱 的 笛 卡 儿 积 。 
证 明 是 容易 的 . 
2. 双 线 性 映射 
(S, DEDO x D' (0) SQT c (Q x (2) 
对 每 一 个 变量 是 连续 前 . 
证 明 例如 对 第 一 个 变量 的 连续 性 .由 
EOT, uy — 48,, Tp u(o, y)»» 
并 注意 到 (3.5) RS XE SEE, 即 可 得 出 . 证 毕 . 
8. 对 每 个 五 一 Uy Pj gp. 7 90, RTTE 


e / eS. om 
ES dw SOF) = ET e ey?" 


THERAN. 


2. 广义 函数 的 着 积 


在 第 十 章 的 公式 人 对 . 另 内 ,我 们 曾经 在 一 称 特殊 情形 下 定义 了 
两 个 番 数 的 卷 积 , 其 中 一 个 函数 是 局 部 可 积 的 , 另 一 个 是 O7 fifi 
激 并 有 紧 支 柱 ， 更 一 般 地 ,车 了 和 y 是 两 个 在 Po. 内 局 部 可 积 的 函 
数 , 其 中 一 个 有 紧 支 柱 , 它们 的 卷 积 定义 为 


Go 四 = NACE LOL Fg) (9.9 


为 了 将 卷 积 的 定义 拓 广 到 广义 函数 的 情形 中 去 ， 我 们 把 上 面 ， 
HATHA OR 上 的 连续 线性 泛 函 、 对 每 个 yeEOF R 有 


Gg, 内 = 人 Fg) (00 (0) da, 
用 上 面 两 个 积分 中 的 一 个 代 玲 fg JEER 
g doc |. |. fg $avey 


-| | fg BEtDEm 


= EO $m». 
于 十, 我们 能 按 下 面 的 泛 函 关系 来 重新 定义 站 和 gg 的 卷 积 ， 

《Cr d» - 4f EOI, PEHY V6 COZ (RS, 
但 要 注意 到 , 因为 (09-30. EAE, D f E Rx Ro 内 并 没有 
紧 支 柱 ， 所 以 还 必须 给 出 最 后 那个 括号 的 意义 ， 这 将 在 更 一 般 的 
场合 下 来 考虑 . 

ESEE RY), TED'(R")， 攻 $8EOF(R"), 它 的 支柱 是 K, 
WA $E x) B CREE E EUR 
(G, 9 ERXR E ERK} 
内 . 因为 启 的 支柱 是 一 个 紧 集 ， 设 为 L, BEHERA 
SOT 的 支柱 是 会 在 LSE 内 , 这 就 容易 看 出 , 0E 
supp (SOT) Nsupp BED 
JE FOX R' HRTEM, alk, D JE Oz (RrxR) 的 一 个 函数 ,在 
M EFF 定义 
ET, pOT PEt 
= SHOT,, aE Me, 
注意 到 由 于 a(£, 96, DD 有 紧 支 柱 ， 所 以 最 后 的 括号 是 有 意义 
的 . 并且 它 的 值 与 a 的 选取 无 关 ， 这 是 因为 s 在 及 上 是 等 于 
. 的， 这 一 讨论 表明 下 面 的 定义 是 合理 的 . 
定义 号,1。 设 加 ,了 ED'R") 并 设 其 中 至 少 一 个 有 紧 支 柱 , 由 
GT, D= ROL, PEHY, Ve c Oz RY). B.T) 
定义 的 卷 积 SVT E Fo 内 的 一 个 广义 函数 ， 


RHR, 4 S— P3 T —g 是 两 个 局 部 可 积 卫 数 并 且 至 少 一 个 
AR XCREINE, 这 一 新 的 定义 是 和 古典 定义 (3. 辐 一 致 的 . 
以 技 将 会 看 到 ， 至 少 有 一 个 广义 函数 必须 有 紧 支 柱 的 条 件 在 
一 些 情形 下 能 够 被 取消 ， 粗略 地 说 ， 当 一 个 广义 函数 在 无 限 远 的 
增长 可 以 被 别 一 个 的 减少 所 补 嵌 的 时 候 , 卷 积 仍 可 被 确定 . 
我 们 将 提出 有 关 耳 数 卷 积 的 下 列 重要 稍 果 , 便于 将 来 引用 ， 
(QD dtp, 9 和 "7 都 是 实数 ， 1 所 p,q, r&tHo JH r eg 
+yli 车 了 EORY), gE RY), W f«g c I (R23EH. 
人 sg 
至 于 它 的 证 明 , 读者 可 以 参考 Treves[92, p. 278] % Zygmund 
[33] ， 作 为 推论 , 我 们 有 下 列 的 : 
(I1) # p=, 对 每 个 了 ED P 3j 
gc L—fsgcl? 
是 连续 线性 的 , 它 的 范 数 所 [fh 
《TD 双 线 性 映射 
L xI (F, g)f«gct: 
AXE IS, ES Logo EFI coh. 


3E GROB uk 


i. R8, TED GR"), 并 设 其 中 至 少 一 个 有 紧 支 柱 , 则 有 
supp(S«T?) c-suppS + supp T. (8.8) 


证 明 设 4~suppS, B-supp?, Dig Am B SB fot 

且 至 少 一 个 是 紧 的 , 所 以 集 

A--B—i(z-y:zC€ A, y€ HY 
AMW. MERMER ST EFE O— (A--B)BSCPSTES mx 
E Zi EO, PEt E CERE BE TETT HE 

((£, D ER XR E nEn} 
内 ， SAH, lp seu SOT HÆ AxB, BO, 
S) C Ax B 88 £--m c A--B, 所 以 有 GT HEET d (E 3-3) 9 
EHA: 再 由 

84 


(XT, d» — 8 GT. PEH), YPE) 
便 得 出 所 要 的 结果 ， 证 毕 ， 
2. WER jf - 
(8, Tóc ERS x D' (5 8T C D'R) 
对 每 个 变量 连续 ， 
它 的 征明, 作为 直 积 的 性 质 2 的 推论 , 留 给 读者 . 
8. E'(R") 关于 着 积 是 一 个 有 单位 元 的 可 交换 和 可 缮 合 的 伐 
数 . 
证 明 ” 卷 积 显然 是 可 交换 的 . 
Dirac 测度 9 是 卷 积 的 单位 元 ， 事实 上 , 对 所 有 $C OD(, 
(QT, do — BOD, d(E 3-0)» 
=T, Qu, PEHY - 7, do. 
设 BR, S, TED'(R") ,并 和 且 其 中 至 少 商 个 有 紧 支 柱 ， 那 么 , 着 
积 是 可 结合 的 并 且 
H«S«T = Rs (GT) = (BrT, (3.9) 
事实 上 , 由 于 对 R, S, TOMDEGEBHES BG, (3.9 BP NDA 
者 义 的 ， 若 多 是 OFCR") 中 一 个 任意 元 素 ， 将 8.9) 的 两 边 作 用 于 
下 容易 验证 有 相同 的 值 1 
REOS OTe d (E -m-- 0)». 
4. PREFE. AERAR, JEEE R 内 的 
一 个 函数 ， 史 的 平移 是 一 个 函数 ， EAR 
(746) (2) — 6 (z— 
显然 E PEOR Oa), M MUR 必 )。 我 们 用 对 偶 来 
定义 广义 函数 的 平移 ， 
ml, =P, 72d», YEOT), 
作为 习题 , 读者 可 以 证 明 对 每 个 入 ER" VT 是 一 个 广义 函数 并 二 
7,: D' (R) —D' (RY) 
TESR JE TP JE— T XE ERR EE IR ANI. 
(499; EEA A CR" 的 Dirac 测度 , BT 
Qa» d» 7940), Và cO? (R"), 


(我 们 令 8 一 的 那么 , 成 立 下 面 的 性质 : 
TI —OQ4T, vT CD). (3.10) 
事实 上 , 有 
CuT, =T, tip =a e (£--À)5. 
LEER 32 
ICE =< (89) s $(£ 4-9)», 
得 
TaT, P= Tn Öna $m» 
=T Om) PEH) = aT, d». 

利用 卷 积 的 可 交换 件 和 可 结合 人 性, 作为 (3.10) 的 推论 , 我 们 能 

饺 获得 直面 的 非常 让 用 的 公式 


va SWT) = CN T = Sa (T). (3.11) 
D. SE EAE TIRARME: 
&,T - 2,8«T. (3.12) 
事实 上 , 我 们 有 


KT, d» lT, 9,45, 
而 0i5(2) — 4, Ob G0» — — (090, $+ >, 
PRIH, BER O 
T, P= — CP, Bap - LP, (0,8), PE 
= <T (8,0) y^ 中 C: Ty) > = < (28,9) «T, p> 3 
HRA EO RRE. WEP, 
公式 人 3 ,12) 表 明 ( 利 用 卷 积 的 可 结合 性 ), 为 了 求 卷 积 的 微分 ， 
只 要 求 其 中 一 个 因子 的 被 分 , 即 
8, CS VT) — 8,8 VT — Sa, T. (8.13) 


3. 函数 和 广义 函数 的 卷 积 ; 正则 性 


BGEO RO t GEO” (e), XETCD(T) GR TCE 
CON LETT RET TS 


(Tap) (9) =T ge 一 全 (8.14) 
事实 上 , 对 每 个 上 ECFCRD GODS 0, 
(P4) G2, Bo) = 4T, C), b E» 
= Ps, (6G), WEDD). 
但 是 


0, PEHD = f PEH 


=| „(Pæ Ede 他- 站 ,的 》， 


作 适 当 的 代 换 , 可 得 
(Q4) (9), b D» - CIS, (b (8), (05? 
—T. 6(2—£)», (2). 证 毕 . 


4 pla) -é(—-2). 
利用 这 一 记号 , GLANFA 
Cp) (2) =T, do, (3.15) 
我 们 还 有 
| «T, py = (Pap) (0), (3.16) 


定理 号. 号. pE (RY [或 四 E07 RYH TED (R) 
[m TC.E'(R],. MW 
1. (T«4) (a) CO" (R5, 


2. 双 线 性 路 射 
(h, ThT wp 
M OF (R) x D' (R") Ci; C" (RP) x ER" ] BUM D C (RÀ). 内 对 每 
个 变量 是 连续 的 ， 
证 明 1. 因为 


| (Pag) DD, bc-O 
那么 , . H5 3.1, {PE Trp) (2) J& e BOXE SE EC, RFA 
(3.13) 44, 对 所 有 p= (po ts Pa), 
8? (Tap) — T«o? $ 
EHAA TE Tep con, 
2. 为 了 证 明 映 射 


$€CroT«ó CO" 
是 连续 的 , 由 命题 1.1, RUE REBATE CT AE ECR, BUM 
PEO (R^, &) Tw cO" (R*) 
是 连续 的 ， 换 句 话 说 ,对 所 有 pCN' 所 有 R" RTR OL, 在 在 党 
3 07-0 和 整数 m> 使 得 
saplar (Tap) (3) | «C sup | (9. 


而 当 -ELUEXycES. Bk) -$(—9 BT Or(G' 
L-K). BT TCD',W ipg RI 2.12, 存在 常数 >0 fp 10 
使 得 

IST, do | «OC sup [wD |, Vb € OZ (RS L— E). 


Mr 
而 0" Tap) (2) 一 Tap) (2) — CT, 0'6(z—)5, 便 得 
sup [0^ (T»4) (3) | = sup Ty, Op lw—>| 


<O sap pap [3apps sup |8'6(2]|, 


Wl «t4 pl 


这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

3. 设 岂 是 OF (Rom 中 一 个 国定 的 元 素 。 容易 看 出 , 若 z 属于 
Re 的 一 个 紧 子 集 E, DERE (ds C EIE Or (RO 内 有 界 ， 于 
是 ,车 广义 函数 T AKATE EA 0 

Prp) (2) = 4T, v.d» 
EE 上 一 致 收 化 于 零 ， 求 导 并 对 所 有 pCNURUB (3.19), MRA 
”到 函数 
和 (pr 内 人) = Trah) (e) 

在 R" 的 任何 紧 子 集 KC L— SORSUPSE TEE OR H Tag 
O0. uE'F, 

注 与 定理 3.2 BER TEENY TC ER», EO 
(R9), N T«o coz (R") ,并 且 双 线性 映射 

人 4) € E' RY) x OF (RF) T«9 € OF (Re) 

对 每 个 变量 连续 . 


广义 函数 的 正则 性 
it e, (m) 一 s—*a( — 2) 


是 第 1 章 第 2 节 中 所 考 虚 的 检验 次 数 . TEATHA EM, 
定理 .3. 车 了 EYE [或 TEER] H3 «208, 
O" (R^) [9 O7 (7) fre Tea, Æ D RY ARRAT T. 
证 明 以 下 面 的 引 理 为 基础 . 
33.4. i4 € C7 (FU), m 50 时 ,Or (RO BERE we 
在 Oc (R') Vl SCT v. 并 且 这 一 收敛 在 O7 (0) BR PEUT RE 
一 致 的 . 
证 明 dE BE OS 内 的 有 异 集 ， 我 们 知道 (定理 1.3), f 
A R RTI LE ppt, YEB, 3t H B jk OF (Rs D) 
的 有 界 子 集 ， 另 一 方面 ， 由 定理 1.1 的 (2)， 存 在 R"* 的 紧 子 集 五 
使得 工 之 下 ,并且 对 所 有 €BGqU scil, e 
supp (aJ CE, 
因为 , EER, B EO RY REANA, pss 2. IAE 
们 能 够 证 明 对 任何 p= (p, s 020, $ 
& B — (0n: € B) 
在 五 上 一 致 等 度 连 续 ，、 于 是 ， 给 定 一 个 非 负 整数 m 和 一 个 实数 
970, FE ô> 0, 8 
[Pp ke- 的 一 8 人 | o 
Vig| «8, VC B, YCE, OR Vom ma. 
gc Or (e, K) A O RRR 
W (m, e) - (6€ O7 (R^, K):|0'$(2) | 
c, Voc E, Yp m), 
384 8T ELS H 


(anes — Op) (0) —{ a (9) Ob Gg) ap Co) ) dy. 
B eo>0 充分 小 , 使 对 所 有 。<so 函数 os 的 支柱 合 在 以 原点 为 中 


B 为 半径 的 球 内 ， 这 就 得 到 对 所 有 由 EB,，jp| «m. RI £o, 
| aaay- (0) ||. G0 pley) he) dye. 
换 名 话说 ， 
EW Gn, o), Vases, YEB 
这 就 证 明了 eO, dk OF (FP) BHRT RER arp. 
证 毕 ， | 
注 “ 如 果 我 们 将 OTRO Bes OT(R),3I28 3.4 亦 成 立 . 
E38 3.3. 的 证 明 ETE D'(RO 的 一 个 国定 揭 元 素 ， 由 
《8-16) 我 们 有 - 
CT«a, —T,, di = (Tsa) «b — Peh] (0) j 
= [Tw (amh) — Trh] (0) = UP» (a, «d — 1] (0) 


-QT, áp — D». 
由 引 理 3.4， 当 e->0 B, mj i20 XE REF Oz (R") 的 一 个 有 
界 子 集 是 一 致 的 , 这 表明 


«T, & b —)»—0, 
于 是 s->0 时 Tec, 在 D'CO Files T, X: T€ E' (o) 的 情 
形 , 证 明 是 相同 的 ， 证 毕 . 
系 HONOR a 在 D (Re) 的 强 拓扑 内 收 化 于 Dirae 测度 3. 
证 明 只 要 将 定理 3.8 应 用 于 全 = 8 并 注意 到 8 是 关于 卷 积 
的 单位 元 .证 毕 . | 
注 AAOC (R9, zt ER) 的 强 拓 扑 内 也 有 s>0 时 
Cs 一 > 全 
-按照 第 工 章 的 定义 1.5， 我 们 曾 称 (0) 是 函数 的 一 个 正则 化 
族 , 并 称 
| aj) -ja(j), j=1, 3 e, 
是 函数 的 正则 化 序列 ， GEXERPIII 中 , 证 明了 可 积 函 数 在 适当 的 
拓扑 内 能 够 用 光滑 画 数 逼近 ， 定 理 3.8 把 这 一 绪 果 拓 广 到 了 广义 
函数 ; 它 旬 许 我 们 用 收敛 的 函数 族 GUTIN ERE LER — 


TD 


基 有 奇 性 的 ). 


REH 
Uu TCD(RO. PERHERE I 
L$c€07 (V) T«g € O7 (R*) 
Jd rk4R. WETTED RY, EBEA RRR. F 
[HE BS RE BEA IB T RPR RE. 
E233.4. E TCID'(R.3XBABUM Lo E OF (1) 3107 (R*) 
内 的 一 个 连续 线性 映射 ,并且 和 平移 可 以 互相 交换 ， 
EZ, $ 荆 :O07 (R") ->0"(R") 是 一 个 连续 线性 映射 使 得 对 每 
个 和 ER* 有 
Ler, = reL, 
35 Te dEPE — prj T c D' (P0) [id 
Li) —T«$6, v6 co? R), 
证 明 WTCDI(R), m(3.14)8 
reap] (D = P, Q9) (795 - 0, $(-y — 55 
= QI) (c— A) = [a Tq ] (e), 
”这 就 证 明了 卷 积 映 射 可 以 和 平移 互相 交换 . 
反之 ， 设 荆 :OF (R") >0~(R") 是 一 个 连续 线性 映射 并 且 可 以 
和 平移 交换 ， 容 易 看 出 映射 
pE? RN) -> Lh (0) € C 
定义 出 OY(R") 上 的 一 个 连续 线性 泛 落 ; 于 是 存在 唯一 的 TED'(R” 
使 得 
(Lẹ) (0) = (Tap) (0), 
因为 工 和 平移 可 以 互相 交换 ,所 以 对 任何 wER", 有 
(Lh) (2) = [7-4 (5421 (0) — EL Crh] (0) 
= P» Gud) (00 — OP, p) (7-9)? 
= Ty æy = (Tep) (5, 
ARH LEA, WES. 
注 XPTCE(R), TEXTA OR 到 07(89 内 的 一 个 
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BRRR, aiH, a OV RHET ABE 2.4 erf. 


ES 题 


1. RRR Oa 当 A9 Æ CERO Pe Sir 0, Kop Gb) 5| RR 
3.1 的 证 明 中 所 引出 的 . 

2. 对 引 理 3.2 的 证 明 中 所 引出 的 吵 数 族 , 回 答 上 面 的 习题 1, 

3. EER Te D'CO x Qo [或 E' CO x 07) ], RIZ E BAR 

"cOz (2x 2» Dg C7 (2 x 9) JT p us 9)» €Cc (qo Ds 07 (2)] 
是 连续 的 ， i 

4. ERU CREER ARAE 1 fete 8. 

5， 证 明 叉 线性 映射 

(8; D EER x DRA S» T c DR» 

对 每 个 变量 的 连续 性 . 

6. 证明 Ta 是 从 Cz (RD Es C" (QR 81] C2 (P E, C" (QOO ] E 8S FT 8, 

7. 证明 公 式 (3.13) 

8. ig óc Cg] T€ 的 情形 下 证 明定 理 3.2. 

9. SE BA CDU, WIRBAONATRTAKL Rm 
5. 

10. 对 Radon 测度 ,给 出 并 证 明 对 应 于 引 理 3.1 的 论述 , 

1i. 设 只 E 开 4RO) 是 Re 上 的 一 个 Radon 测度 , X eC, R^). ur] 


Grap) (a) = fn PODAM) 


是 Re KERAN. 

12 ji PCz) 是 一 个 多 项 式 ,次 数 «om, T 是 一 个 有 紧 支 柱 的 广义 函数 ,证 
H PT 仍旧 是 一 个 次 数 所 的 多 项 式 ， - 

13. FEJER LIFA XE Rel, $=8', T=Y (e) Heaviside 
RR UGMER—MUUT ASLO 9 yo. 

14. 设 zs (2) JE ECL C- L, 了) 的 特征 函数 ,计算 atm gesal 次 》 
并 来 出 它 的 支 桂 . 

(036. 设 f 和 9g 是 R 上 的 商 个 房 部 可 积 耳 数 并 且 在 R-~frEB:s<0} 上 
250. UH. C BRI 可 以 定义 为 
C9) G) = [^ fte 9 


iD f ER- E750; (i 了 rg 是 只 上 的 局 部 可 积 画 茹 。 
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第 am 
缓 增 广义 函数 和 它 的 Fourier 变换 
1 在 无 限 远 处 刍 速 下 降 的 无 限 可 微 画 数 空间 


EX4.3. 若 由 属于 Or (R), 2E Bou Br dj act 和 所 有 
pcN*, 
im [z*6*$ (z) | - 0, (4.1) 


[二 | 于 ee 
RRP ACIE EAD EGET M. 
记 有 在 无 限 远 处 急速 下 降 前 OT 函数 组 成 一 个 人 上 的 向 量 空 
E, iio S(R5. 
容易 验证 条 忻 (4.1) 等 价 于 下 列 尾 何 一 个 条 件 : 


对 所 有 a, pci, aah (æ) 在 人 Rr 上 一 致 有 界 . (4.2) 
X] PUER ke0 ANA prEN, (1-20) "08$ (2) XE R 上 一 
SUN AS Km r= [2]. (4.3) 


p 1. 空间 O7 (FU) J& S (RP) 的 一 个 癌 量 子 空间 . 

2. 函数 exp(— lel DRF S (R9, 

8. acor (8 使 得 0 所 a 所 1,， suppac E, 3E a(0) —1, 
Xd (o) 是 Rs 的 一 列 元 素 , 满足 [m] --2 maa]. EX 

7 ~ 
由 于 函数 a(w 一 sy) 的 支柱 互 不 相交 ， 所 以 这 个 和 式 是 有 意义 的 ， 
aj k€N, pc N^, 则 有 
Q-r ia] or (2) = i , 

HoBis-1«|seD &[z|-1. 52:0, Q4 [2|9/ 0 0 129 
O, O 是 一 个 适当 的 常数 , 且 


T. 


sup [aaa (s —2) | = sup [Bra (x |, 


这 样 便 得 到 ESG"). 

命题 4.1. UE 了 (是 一 个 常 系数 的 多 项 式 ，Q@(9) 是 一 个 党 
系数 偏 微分 算 子 ,下 列 条 件 是 等 价 的 : CD $ ES; (2) VPGO 和 
VO), PG3Q(D6€8, (8) vPG) MRA, QO) (PW) $ (2) 
ES. 

证 明 RS P) QGD $ SELUS RE (4.20 fig 27074 (2) R 

合 ， 所 以 由 条 件 了 显然 可 以 推出 条 件 人 人)。 另 一 方面 ， 很 明 
E, 条件 (2) 叉 可 推 得 条 件 (D). 

由 Leibniz 公式 (1, DAE, QO (P()$ (2) 是 (4.2) ri 
2^0" (zc) 的 线性 组 合 , 于 是 由 条 件 ( 可 得 条 件 (3)。 最后， 我 们 贸 
给 读者 去 证 明 条 件 QD 可 推出 条 件 CD, EH, 


2. RA XE 


dE S(R*) E sg Sob e 
Ta (d) = sup |2*0'6(2)|, a, pE, 
这 一 族 可 列 无 限 儿 个 半 范 LS T S(QU) 上 的 Hansdorff 32 
凸 拓扑， 可 以 证 明 它 是 一 个 可 蝶 离 化 的 完备 的 拓扑 、 于 是 8(R") C 
是 一 个 Frechetzs|R], H (4.2) 30 (4.8) f9 99 fft VE, SRD 上 的 拓扑 
也 可 以 由 一 列举 范 、 
ramtp)= sup |(14-75 0*6 (|, k, mEN 


Ip xima cs 

来 定义 ， 

站 是 一 个 Monia 空间 .事实 上 ,车 吾 是 尽 的 一 个 有 界 集 ， 因 
为 嵌入 SO" 是 连续 的 (定理 4.2), 所 以 B di OT Bo HR fe 
又 因为 C7 是 一 个 Montel 空间 , 故 B JE Cr 内 的 相对 紧 集 ， 为 了 
证 明 院 是 咏 办 的 相对 紧 梨 ， 只 要 证 明 : 如 果 如 中 的 元 素 序 列 (@)) 
在 Cr VISUP 6, 那么 由 ES 并 且 在 及 内 由 > 级 因为 吾 在 及 
PURSE, 所 以 , Sj EE fS] ECN RHEN p EN, 存在 常数 Ox, 使 得 
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sup | Gr’) "af (e) |< Cup JEB, 
而 这 一 不 等 式 意 味 着 对 给 定 的 60, 存在 常数 M>0 使 得 
[dr aF (a) | 8, r= Iv) 7 M, FEB, 
因为 在 C7 内 dod, 于 是 由 上 面 的 不 等 式 即 得 
[Arpa | «e, r> M, 
从 而 EN， 另 一 方面 ， AA EO" P duod, ip) 在 紧 集 
izcfe:le|l« M) E—3SüE o Pp, — 而 这 表明 , 对 给 定 的 57-0, 
能 够 我 到 一 个 整数 加 使 得 对 所 有 的 1m | <M 和 所 有 jojo, 成 立 
(L--72)*? |206, (5) —0"$ (2) | «s, 
再 由 最 后 的 三 个 不 等 式 得 到 ; 对 所 有 $2» Jo, 
sup (1+1) 8$, (2) — Pp (w) | <8; 


于 是 ,在 总 内 pog. WHP. 
作为 上 述 命题 的 一 个 推论 , 5S 是 一 个 自 反 空间 . 
3E 8E 4.1. 8& 中 的 序 剂 (9 在 号 内 收 敏 于 0 当 且 仅 当下 列 等 
价 条 御 中 有 一 个 成 立 : 
O1. 对 所 有 o, pc i, 
aah a-  (j—-4-oo) 
£c R^ 上 十 一 致 的 . 
2. 对 记 有 常 系数 多 项 式 Pæ) 和 所 有 常 系 数 偏 征 分 算 子 
Uo, 
P(z)Q(89)$p20 (j>a) 
-ER pA RE. 
8. 对 上 面 所 说 的 所 有 P (o) QC), 
. QD CP(s24,())—0 【和 十 cc) 
ER 上 是 一 致 的 . 
'E RS UE UT 2: APE res 的 定义 和 命题 和 .IT 得 出 ， 
| S 8H 4.2. 我 们 有 下 面 的 具有 连续 艇 入 的 包含 关系 : 
07 (RY) CS R) con», 
3t E, C7 (RD 是 SR") Hj —1- Big T 23i], S(RO) 是 CR) 的 一 


v6 


个 独 密 子 空间 ， 

证 明 ”我们 已 经 知道 (定理 2.16) O7 (R9 在 O^ (Rn KAR. 
由 此 可 得 S (Ro) zz Cr (Ra PRIUS. 

i B, Oz RY 并 且 在 以 原点 为 中 心 以 了 为 半径 的 闭 球 上 
B,-1, S &€S(R», 那么 OF(R") 的 函数 序列 (8 内在 SCR") 内 
ERFA 

为 了 证 明 从 Oz (0) 8] 8 RO 内 的 恒 等 映射 是 连续 的 ， 只 要 证 
8j (fria 1.03] R 的 每 个 紧 子 集 KE, 从 Oz (Rn OAS RAPE 
恒 等 映射 是 连续 的 。 又 因为 它们 都 是 可 距离 化 的 空间 ， 所 以 只 要 
证 明 每 一 个 在 OT(RS E) 内 收 敏 于 0 的 序列 (的 )， 也 必 在 SRY 
BEATO PAOTR E) 内 >0 (人 > 十 co)， 则 对 任何 
PEM, 和 十 co 时 ， 

Ph 在 区 上 是 一 致 的 . | 
因为 每 个 办 的 支柱 都 售 在 KO 内 ， 这 就 表明 ， 对 Ve, peN, m 
E 
(2^0?) 
Mi 六 > 十 co 时 在 Re 上 一 致 收 化 于 0, 

ERR, WE(À) 是 在 S (RO) ARATO KFA, REREN 
PEN’, 3) (0*6) e R^ 上 一 致 收敛 于 0， 特别 地 , CE RE 的 每 个 
紧 子 集 上 一 致 收敛 于 O0, uH. 

另 一 方面 , 阁 易 看 出 S (Rn CD'(R") 有 连续 的 嵌入 ， 由 定义 
2.9, ERA 是 广义 雷 数 的 一 个 正则 化 空间 ， 子 是 它 的 对 个 S (RU) 
是 D'(R*) 的 一 个 子 空间 

^|OEX 4.2. N.S'(ROIIZOXE JE HORE TI- LAR. 

Bj 1. BEE 4.2 RALEA T 9 E e HE 
AE (Rr) 8 (R) ->D'(RO， 第 一 个 嵌入 都 明 每 一 个 有 紧 支 柱 的 
广义 阵 数 是 一 个 缓 增 广义 函数 ， 所 有 有 紧 支 柱 的 广义 函数 组 成 的 
空间 是 S' (R^) 的 一 个 子 空间 . 

2. S^ CF EL'(), 1& p Fco, VEA BENT SUB 
数 子 如 下 ; 
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CS, do f {frode véesqu). 


事实 上 , 由 Hólder 不 等 式 ， 
|<F， $»| «Ifl ila 
(pe 7-1), PEXSI— AP GE S AAF 0, EELE 
f D? PNUCSCP 0, 这 样 便 得 到 每 个 Ew 定义 及 上 的 一 个 连续 线 
HEB. JH, L? WDUBES' 的 一 个 向 量子 空间 . 

8. 每 一 个 常 系数 多 项 式 了 (wm) 确定 一 个 组 增 广义 函数 . 


事实 上 , 这 只 要 证 明 每 个 单项 式 or 确定 一 个 绥 增 广义 函数 各 
T. 
(*, do =f (ds, ves. 
4. 设 了 (%) 是 一 个 连续 画 数 ， 如 果 存 在 一 个 整数 4> 0， 使 得 
(oer? FG) RER, MARMEREN A RELL 


Hu. GG SATTAR: XE4XE— EDXPG) 使 得 
[£F [&EP(G) |, vecer", 


t^ -TE7G Rx AE SEHE E ADR CF ERR LIEGE, 
事实 上 , 设 


€. ~ | f Bod, YHES, 
我 们 有 
IF, lfe Fpa) lde 


=f ICE) WE F(a) (+r) 8 (2) ds 


<c| | (1-796 (o) jde, 


IERCRUIUR— AUF E P) TE S RKATO WA IFA k>0, 
(1-570 29) 在 D! AKETO RREA A SAES 的 一 个 元 
x. 

5， 一 个 在 无 限 远 处 绥 增 的 连续 函数 轧 “ 它 的 每 个 导数 (在 广 
义 函 数 的 意义 下 ) 确 定 一 个 缓 增 广义 函数 ， 设 全 一 92f 并 定员 


E 


人 p= (=De FE pade, YES, 
于 是 
KOIORA 


=f LOHAS (a) Qe) e$ (a) | de 


<0| | C+ e$ G) |ds, 
再 一 次 注意 到 若 一 个 序列 (62 ES ARAFO, KAER E20 
UREN aEN, EICCA pE ARAFO 因此 ， 
Tof 确定 了 一 个 缓 增 广义 函数 . 
反 过 来 , 我 们 在 第 6 章 将 证 明 : 每 个 缓 增 广义 函数 是 某 个 在 无 
限 远 处 缓 增 的 连续 函数 的 导数 ， 这 就 是 组 增 广义 王 数 这 一 名 称 的 
由 来, 


3. SC) 内 的 Fourier 变换 


定义 4.3. i3 SES 的 Fourier 变换 是 下 面 的 积分 : 
FO -| «rds, (4.4) 
这 里 <a, Do m rn bn E,, 
因为 了 ES， 胡 积分 Gs ee. fd Fourier 变换 也 记 
* Ff. 
例 “作为 习题, 读者 可 以 还 明 函 数 


en- 


的 Fourier 变换 等 于 (ar)wiezp( — 11). 
HAL HESR, Wiry 的 Fourier 变换 等 于 情 导 数 


一 好 /8 ， 
事实 上 , 将 (4. 委 的 两 端 对 E, 求 导 , 并 注意 到 可 以 把 求 导 移 到 


78 


. 积分 号 内 , 便 得 


ip- 


ECOL 


= 一 | ewf de= it. 证 毕 . 
性 质 2. NS 0f /0x, 的 Fourier 变换 等 于 i£,f. 
事实 上 , 由 分 部 积分 , 可 得 


7 = —ÉUm ef 
EO- f, et Gode 


-ig f IPSO amii, ER, 
如 果 我 们 利用 记号 | 
D,- 2, 1«j«n, 
那么 由 性 质 1 和 2 得 到 


HDf 和 DF=éf 
更 一 般 地 ， E: a= (e, ttt 0) ， 有 
| Gr Dyf m S-E. 
同样 , 若 - P(D) - Xa,D* 
是 一 个 常 系数 偏 微 分 算 子 , 则 
P(r-PO-f(0. 
XEXB 4.3. Fourier 变换 确定 一 个 大 S ROA, SR) 内 的 连 
续 线性 映射 ， ` 
证 明 ”由 性 质 1 和 2 推 得 
EDE) =h ceo ode. 
利用 命题 4.1， D'CC-2)7f/ (2) CS (8), TJ i (4.8), HAAR 
št bz-0, 
O +r DC 2)*/(2))| 
ER -RER MEAR b did 
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人 ( I3 E dz —Q oo 
那么 就 得 到 不 等 式 


IDRE <S, 107 f (2) |da 


-人 gy Ger D ey G0) |da 
<O. sup CL-cr5*] D (af (2) . 


这 就 证 明了 对 每 个 上 和 有 EPTO 在 色 内 一 致 有 界 ; 于 是 
ES(RY)， 另 一 方面 ,上述 不 等 式 还 表明 , 根据 定理 和.1 dn JE Cf.) 
E—TE ERORA 0 前 序列 , 那么 Fourier EH (f) 也 是 在 
SQ RE SUCP 0, 因此 ， 
F: S (RSR) 

是 一 个 连续 线性 映射 ， 证 毕 . 

Fourier i£ t $ 

E gES(R", 积分 | 

NC "|. e "Pg (on de (4.5) 


是 绝对 收敛 的 ， 并 定义 一 个 变量 为 En e, £0 的 SPA 中 函数 . 
记 积 分 (4.5)38 
m (Fg) (5, 
可 以 证 明 , 如 同 定理 4.8 一 样 ， FO 确定 一 个 从 SQ) S] S(R) 内 
的 连续 线性 映射 . 
下 列 关 系 是 容易 验证 的 ; 
Fg-(25)F-g 和 Fg= wF”, (4.6) 
X8 4.44. (Fourier 反 演 公 式 ) ”我们 有 
f-FJ(Ff) YfES, 
证 明 利用 Fuabini 定理 , 可 得 下 面 的 关系 式 ， 


M f (Og(De ^ac 
7j, serm if, nmn av ja 


0 


-| R- f. e»? g (E) f (y) dE dy 


-| 9 -oF (du, vf, ERF. (4.7) 
VERE SCR ER, 可 以 把 (和 .7) 写成 
MOOG "at -[. 93) f (e-- 3) dy, (4.8) 


H 9 (e£) RAE 9 (£), CH Fourier 变换 等 于 egy). BA 
变数 代 换 得 


f ODd] GOF Gr ean. 
在 上 面 的 关系 式 中 令 s0, 就 得 到 
«D FOE dew. 49) 
RER g) ^ expC— 1a[*/2) RERA 
) 


gD = (22) exp( — ig 
Jm (s ^, 


EL (Gauss 积分》 


我 们 得 

Onf (a) -[ efe. ws (4.10) 
由 定理 4.8 304.4 可 得 出 下 面 的 系 . 
系 Fourier 变换 确定 一 个 从 S(R") 到 S (R^) 上 的 拓扑 辣 构 . 
Fourier 变换 的 性 质 
(D f, gES(R"), 则 有 

NETZE (4.11) 

事实 二 ,只 要 在 (4.8) 中 令 e—0 即 得 ， 证 毕 . 
(ID Parseval à A, d f, ESCE", WE 


| 


a 


事实 上 , 利用 加 ,关系 式 人 .的 以 及 了 ourier 反 演 公式 ,可 得 
本 2 了 


= (2m)°| f. 证 毕 . 
GID 疮 积 的 Fourier 变 撞 ， 若 f, 9C (RO, WA 
fea - fi. 


证 明 由 Fabini 定理 可 得 
fa © - [, e G9) (ds 


一 | event[. f (Wow dyļda 
一 2. f. (goto Dear E f Gg (s —)dedy 
-| . eol g a7 Dg (a-y) dal f OLD 


-8 ef) fg. 证 毕 ， 
(IV) Xu Fourier $48, Æ f, ESR), WA 


f-g- Qu) "fj, 
证 明 “利用 Fourior 反 演 公式 和 天 ubini 定理 , 得 | 


FIE) =| e^ Gg (da 
-Qu)7[, etm glo) f tm "foDanlas 
e Qn [. g) enden 
- Qj | 1], tte C92 fs 


- Qu^] $E DPD dg Qom) G^» 的. 
证 毕 . 


4. 缓 增 广义 函 数 的 Fourier 变换 


在 上 一 节 里 我 们 已 经 看 到 Fourier 变换 是 一 个 从 8(R 到 
S(R* 上 的 周 梅 ， 这 就 使 我 们 可 以 利用 对 偶 性 来 定义 组 增 广义 画 
数 的 Fourier 变换 . 

XX 4.4. HTESR) EK Fourier 变换 是 缓 增 广义 函 
数 FT, AFRE — 

CFT, p= <T, Fd», Nó S(R). — (412 

Hi (4.12) 定义 的 从 S' (RI. S] S (RO. BO RUM RELE SL 3 
了 :8 (R") ->S(R") REHEAT. M 

T-fcS8u» 
时 , 由 性 质 L (4.12) 中 前 定义 和 (人 4, 分 中 的 定义 是 一 致 的 , 因此 我 
位 用 同一 个 记号 F exem S 中 元 素 的 Fourier FRR A 
义 画 数 的 Fonrier 变换 . 

因为 F:S (R0) 一 S (R*) 是 连续 的 , 这 就 得 出 了 :9'(R*) 一 >S' (Rn) 
在 S'(R") 的 强 拓扑 下 也 是 连续 的 映射 如同 我 们 曾经 对 S (RO 的 
函数 的 Fourier 变换 所 作 过 的 那样 ， 常 常用 全 来 表示 S' (ROB 
35 T ij Fourier 变换 FT, 

同 梓 地 ， 我 们 利用 对 个 性 来 定义 缓 增 广义 函 教 的 Fourier i 
变换 ， 


(FTT, $= QD, F4», vb c8(R». 
NAA, dE S'(RO Ds dS TR FC REA S' (0) S R 内 的 连 
ERTEM EI, HH Fourier 反 演 公式 
T—-F3(FT), YTES RY 
成 立 ， 因 此 , F EEA S' (RO 33 S(') E BS IE. 
在 Fourier Kij AAEE, Amn T UU f EL R), 


FO {| ef a 


存在 , 并 且 它 仍旧 属于 ERY, 而 映射 
at 


fFED RN ELDR) 
JÉ—^- BRI), 另 一 方面 , RD 是 SR 的 一 个 子 空间 (上 面 
的 便 包 ,于 是 在 广义 函数 的 意义 下 , 平方 可 积 函 数 的 Fourier 变换 
也 基 存 在 的 ， 再 由 在 古典 情形 下 也 正确 的 性 质 工 可 知 这 两 个 概 
念 实 际 上 是 一 致 的 ， 在 组 增 广义 函数 的 范畴 内 我 们 将 证 明 下 面 的 
定理 . 
定理 乓 .号 ， 设 1E(R")， 又 设 # 是 了 在 广义 函数 意义 下 
的 Fourier 变换 . 出 有 
1. f EPR), 
2. |f lias 7 m*a |f len. (Parseval 公式 . ) 
证 明 对 所 有 $€S, AAEM ,有 
If, 1-19. 1 
= (7-6 S MITT L1 
s (ar) EF Loon [bl zn. 
这 一 不 等 式 表 明了 ECR") 和 
llera CD] F larn Vf CIAR. (4.18) 
同样 地 , 可 以 证 明 
JES eos mF oa Vf€fÓ(qeo. (4.14 
再 由 不 等 式 (4.18) 8 (4.14) 48 
ET = LE (D Lomo Q2) FF naoi las 
于 是 LP ome ~ (Ba) Ese. WHE, 
以后 我 们 将 要 用 到 关于 可 积 函 数 的 Fourier 变换 的 下 列 古 典 
Em. 
£E4.2. £ZfcL(R^, W 


FO -| e^ f (ds 


E ECR 的 一 个 连续 函数 . 
证 明 ”因为 积分 是 绝对 收敛 的 , 所 以 (6) 有 意义 估计 


FE -AE = fa tmt orm Df (s, 


我 们 得 到 不 等 式 
£d - Fo Lf. 1m i re uas 


<2f, |en <2 £E 


<2| 
AP 


«af NALOCIS 


由 此 便 得 到 : 当 取 E-l 充分 小 时 ， [f — f (C0 | 可 以 任意 地 
小 . 证 毕 , 


HOI 
ain O EEO. |F (a) |da 


D. 具有 紧 支 柱 的 广义 函数 的 Fourier 变换 


本 节 的 目的 是 证 明 每 个 具有 紧 支 柱 的 广义 函数 ， 其 Fourier 
变换 是 R^ 内 的 OT 函数 ， 并 且 可 以 扩张 成 为 复 空间 Co 的 整 解 本 
E: 

Bte (io s W ECTE, p Gréin aj 
En, En ER’, i= vI 又 设 

2 iça .8 3 1/0989 ,.08 
3t 3G war 3g m) 
a e 日 8 (9 . 9 
- an t5 3L) ar xp , aE ). 
€ »cN ig (0/00*— 826a- (0/80, *". 
E34 4.5. VEU ROC" Wp--43EPT 4E, LEU n GEN f: 
U—C 能 够 表示 为 《一 to DUCREDRUC 
£0) - 33a (E U9*, 
这 一 级 数 在 to 的 某 个 邻 域内 收 人 得， 就 称 了 在 5 RATA. fm 
果 了 在 如 的 每 一 点 全 纯 , RIEU KeA. 一 个 在 巴 " 内 全 纯 
的 眉 数 称 为 整流 数 ， 
一 个 等 价 的 定义 如 下 : 上 的 co 函数 户 如 果 涌 足 Canohy- 


一 


Riemann 7f f& 
of -— 
-一 一 一 一 0, 1x3 Thy 
ge 


RUN FAEU 内 是 全 纯 的 . ORIS, 15].) 

上 述 窜 级 数 展开 式 中 的 系数 mm 由 

1f8 ns, 
a=- (BE) f (5o) 
给 出 ， 也 可 用 Cauchy 积分 公式 得 出 . 设 CC U, 并 考虑 多 维 圆 盘 
Dri, t, Ta = {EEC Eil Er 1«j&n], 
我 们 假定 它 是 售 在 Z 内 的 .那么 , 对 所 有 pEN", 有 
i a vy 
(FD 
-i 2. f fe 
(203) Jn gir tg (a C) P e (UV Cn 

( 见 [8, 151). - 

定义 4.6G， 设 口 是 &" 内 的 开 集 , 加 是 一 个 抚 扑 向 量 空间 ， 
WRES: UE REA LEU 能 够 表示 为 (一 to) 的 知 级 数 ,其 
”系数 在 E p, 并 在 Co 的 某 个 邻 域内 收敛 , ROARS EU 内 是 全 
BN. 

— ^X fh TP 18) BS AARAA, CORONA E MR 
Wk. C4 U- C ms fue dob, 

XD f:U—E RE—^REEE SEE, SEA ENSURE! 内 
的 每 个 元 素 ev, 由 


fe GO) =S O, e» 
定义 的 复 值 函数 Pe EU AEEA EXE HET 0/27, 应用 
到 上 述 关系 式 的 两 端 , 注意 到 
AO, e- CH, e) 
: ot et, 
[32, EM 27.1], UL T f EZANA LUE, E 2/,/00,— 0, 
l«j«n, Ve C E'. 


一 个 向 量 值 函数 了 :> 加 , 如 果 对 每 个 e c E', 使 得 复 信函 数 
fe EU AEEA, Wie U 内 的 站 量 全 她 男 数 . 刚才 证 明 
了 每 一 个 向 量 值 全 纯 函 数 是 纯 基 全 纯 的 . 我们 还 要 指出 , 反 过 来 ， 
若 召 是 复 拓扑 向 量 空间 ， 那 么 ! 内 的 每 一 个 纯 量 全 纯 函 数 ( 其 人 
在 吾 内 ) 是 一 个 向 量 值 爹 纯 函数 ，( 见 [13] ,) 

Bj 1. GX&ascR,f-6-i€C,. RS 

{EC 8 c Or (Ry 

是 《的 整 函数 ， 其 值 在 局 部 凸 空间 OTRO 内 。 事实 上 ， 对 每 个 
ecR, 


二 
1! n! 


显然 是 的 整 项 数 ， 并 且 ,， 这 一 级 数 连 辣 它 关于 变数 和， 的 所 有 导 
数 ,在 民 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收 笋 . 

2. 更 一 般 地 , Æ o= (m, cc, e, ER", E= Qs os bcc, 
$4, Dna BE 

t c Ere -> € C7 (R» 

是 一 个 C0" (R f f dt p 

35EIRA.6. X TCE(QGS, WER Fourier 变换 是 R" 内 的 
一 个 0O" PX, 由 下 面 的 式 子 给 出 : 

f (£) = T,, eme, (4.15) 
并 且 , 全 (能够 扩张 到 复 空间 C^. 上 成 为 一 个 整 解析 函数 , 后 者 由 
下 式 给 出 : | 
TD - T, en. (4.16) 

证 明 1. 首先 我 们 注意 到 (4.15) 的 右 端 是 有 意义 的 , 这 是 因 
为 工 是 有 紧 支 柱 的 广义 钞 数 ,而 oe 全 人 是 关于 ww 的 0 函数， 再 
由 引 理 3.2 后 面 的 注 当 知道 , (4.15) 的 右 端 是 关于 去 ERn i C7 
数 . 

2. 现在 证 明 关 系 式 (4.1 四 成立 ， 设 {op 是 一 个 正则 化 序列 . 
由 定理 3.8 可知, Xp E' 内 , 35$ 3— -- co 时 a *T—T, FE, 3E S' A 
也 如 此 ; Bae S' 内 也 有 aj TT, iE dm)-o(—2). HI93IB 8.4 

8T 


的 注 , 有 
(dung 0 (a) —2 ne 在 Qv (R) 内 。 
因为 TE E", 这 就 得 到 
Qu, (pe P) (n) ye Da, atm, 
如 果 我 们 能 够 证 明 
Fra, () = (Tra) (2), e Dy APs, un) (WS, 
(4.17) 
那么 , 4 交 十 ce 便 得 到 (4.15)、 接 下 去 只 要 证 明 (4.17) 就 可 以 
了 .如 我 们 已 知 ， 对 每 个儿 Teo, 是 一 个 有 紧 支 柱 的 Ce 函数 ， 于 
AXE, 它 的 Fourier 变换 是 


A = Kat? 一 — p EY 
Tea) = f ett Cs) G)dz m (T *a) (2), «9», 


另 一 方面 , h (G.14), Ca) - CT, aj (2—3)», 36H SEHR 8.1, 
<ra (2), e 5 — GT, aplay) y, ety 
— US (ai(n—y), e 5» 
US, (Ge (y), 
由 此 便 得 (4.17). 
3. 如 上 所 说 , 函数 
£ E Erpe tm EO“ (R9 
J—- T OEC AE end. BFM, T 是 OC (RO 的 对 偶 的 一 个 
元 素 ; 于 是 , RERA 
LEC (0 TDs, et EO 
基 一 个 整 解 析 函 数 ， 证 毕 . 
EX... ULAR TEE 从 的 Fourier-Laplace zr $ 
着 整 解析 函数 
(D = 4T. enm, (4.16) 


6. 广义 函数 和 Ce 画 数 的 乘积 


| €XX4.8. i&TCD(R5,aCC-(R"). a RV T B9SRBUR)- 
[1] . 


S ER FC eT, 由 下 式 定 义 ， 
aT, p» — 4T, agp», Nói Oz (P, (4.18) 

容易 看 出 , 当 了 了 是 局 部 可 积 函 数 时 , 上面 定义 的 乘积 oT 558 
常 的 函数 乘积 是 一 致 的 ， 

但 我 们 要 注意 ， 一 般 说 来 ， 定 义 两 个 广义 函数 驴 和 呈 的 乘积 
是 不 可 能 的 .事实 上 , 若 S—f fü T—g 都 是 局 部 可 积 函 数 ,了 9 就 
不 一 定局 部 可 积 ; 于 是 这 一 乘积 不 一 定 能 够 确定 为 广义 孜 数 ， 

AEX 4.8 容易 得 到 下 列 结果 . 

1. aT 的 支社 会 在 a 的 支柱 和 了 的 支柱 的 交 内 ， 

2. HET «jen 
&j (aT) =3 aT FapT. 
gr, 

(Q, (oT), p= —(aT', 8,05 = <T, a0,» 

— —T, 0, (ap) >t XT, 9jad»» 

—40jT, ado + T, 8,0» 

— a8,T --OjaT', p>, Vj cOT(R). HA, 
我 们 还 可 以 得 到 Leibniz AA 


P= 3 P' oT. 


pT!s! 
3. XGXTEBRUM 
C7 (R*) x D' (RY 2 (a, T)—oT € D' (R^) 


”对 每 个 变量 是 连续 的 ， 


事实 上 , HED 内 (7T)) T TES 0, X BJÀ ora 内 的 一 
TERR, IAR aB— {apip € B) 也 是 OT GO) 内 的 有 界 集 。 于 
是 ， 

«aT, p= Ti appt 
当中 EB 时 是 一 至 和 的 ; 因此 在 D'(R) 内 (oP) S8WESUT 0. FA 
题 , 我 们 留 给 读者 去 证 明 oT 关于 第 一 个 变量 是 连续 的 ， 同样 
4. Æ acO O7), Tc D'(g E^), W aT C E' JE BEBE 
(a, T) COF x D'(sx C" x E')—caT c E' 


Tono ERR e Rm pas 


对 每 个 变量 连续 . 


7. S CU) 的 乘 子 空间 


TES, SE. x c7 的 画 数 o 加 鞋 怎 样 的 条 件 才 能 
RETES, HA Hacor E 时 这 总 是 成 立 的 。 然而 ， 车 
a (a) —exp|z|?, 3E4 oT € S' 就 不 成 立 了 , 这 基因 为 指数 函数 在 元 
限 远 处 的 增长 是 非常 快 的 .我 们 结 出 下 列 定义 . | 

XEXL4.9. 记 Ow(R") 是 出 满足 下 列 条 件 的 所 有 由 EC 
(F^) 组 成 的 空间 : 对 每 个 pEN", 存在 多 项 式 P.) 使 得 

[8$ GO Fs P], Ve cR", (4.19) 

我 们 称 Ou 荐 在 无 限 远 处 路 增 的 O” 函数 的 空间 , 

命题 4.3。 设 由 EOC"(R")， 下 列 条 件 互 相等 价 ; 

i. 对 每 个 p 一 《pi c5 p) € NP. 存在 多 项 式 P,(w) 使 得 

(S$) | «|P,(2)], veER. 

2. 对 所 有 GE 乘积 $f c8, 

3， 对 每 个 元 数组 p 一 《Ph，…， pm) 和 每 个 J C8, A ej 
ER HER., | 

证 明 (D(2. B pCN. H Leibniz 公式 ,有 

efc dep 99 Jof, 
于 是 (To (e bo 3 aG ape (14-79) 0273, 
这 里 记 是 一 个 正 实数 。 因 为 四 满足 条 件 1, KEETE N>0 
使 得 
M | «C (14-0) 8, Vo CPC, Vq«p, 
作 适 当 的 代 换 , 可 
sup sup | (1-7?) "8* (gf) (a) | 


geR" ipl-m 


<O sup sup [+r ror C f. (4.20) 


BBTÉCS, mov JES, 
so 


(D>). 我们 有 
0p f Op pd, leien, 
E f CS, 那么 ,由 条 件 2, paf CS; 于 是 68: 了 EB. 再 由 Leib- 
niz 公式 和 归纳 法 得 etd f eS, YrEN'; 于 是 条 忻 3 满 足 . 

(有 一 人 .用友 证 法 ， 假 设 条 件 工 不 成 立 ， WA, ME 
PEN, 任何 多 项 式 都 不 是 [e| Bg. 由 归纳 法 , 我 们 可 以 找到 
Fh 中 的 一 个 序列 (m0) 使 得 [x 十 1| 宇 | m, | -23f B. 076(9) | 7 Ot 
laD Eres 1 Ap 中 定义 的 函数 ， 显 然 有 

[rp og |7a(0 —1, vj—1, 2, e, 
RARE 3 矛盾 ， 证 毕 . 
Ox 的 拓扑 ， 它 是 由 一 族 半 范 “ 


Frs h 一 sup |f GO) - 8" (2) | 


定义 的 局 部 凸 拓扑 , 其 中 ES(R"Y 和 2 EN， 最 然 这 一 拓扑 不 具 
AAF. e, 可 以 证 明 Ou 是 一 个 完备 空间 . 

一 个 序列 (或 滤 子 ) ($2) 在 Ou AAF O 24 E [CHE P 
f€SRIS- pC M, G) Ph wE RE 上 一 致 收 伍 于 0， 或 , 等 
价 地 , xt A €S, CO) TESPIRESCPO,—. 

由 定义 4.9 和 命题 4.3 知道 一 个 集 吾 在 Ox PUB TES ELDOS 
对 所 有 PEN, FELDA P, fife 

[8$ (e) | P,(2), Vs CR, vc B, 

SEA.A. 双 线 性 映射 

Ox x $3 ($, f) 5óf ES 


对 每 个 变量 连续 ， 
证 明 1. 园 定 力 EOw， 由 不 等 式 (4.20) 推 断 出 线性 映射 
S2foefces 
是 连续 的 . 


2. HEES E Ou 的 函数 , TE Ou 内 DRAF 0, 
WA xg g € STUSE T pc N^, 
Talp) = sup |9 (2) Ph (2) | 一 0， 


设 是 一 个 整数 ，9 是 由 个 非 负 整 数组 成 的 数组 ， 由 Leibniz 
公式 
FG = m ouis Pf ds 
于 是 | 
sup | Gr Ep) | <E Ow sup. | (+7) orl. 


giam ig'izm 
hz am 


因为 d) eFCS, Bb EXRORÓREGUUE UO 4E — UE Ow 内 当 
$0 RAFO 因此 ,在 S(QROW f- 6,0, EE, 

it “如果 由 ECO=， 使 得 对 所 有 了 ES 有 $FES, 那么 ， 由 命题 
4.8, $€ Oy. 

定理 4.7。 我 们 有 下 列 具 有 连续 嵌入 的 包含 关系 ， 

S (R95 —0, (RYS R», 
并 且 ,8 在 Ox HAR. 
”证 明 Hai pEr, BI 


| P= fe éfds, VEES 


确定 一 个 组 增 广义 函数 同时， 明显 地 有 8ScOz。 设 (6) 是 
OZ(R") 的 一 个 序列 ， 使 得 在 K, 上 B,-1, RE (X) ss ER 
的 一 列 增加 的 紧 子 集 , 其 和 是 Ro. 这 就 容易 得 出 ， 对 所 有 EO, 
在 Ox 内 Boop TESEO AAB. 我 们 留 给 读者 去 证 明 佑 
入 的 连续 性 ， 证 毕 . 
空间 Ox 是 广义 函数 的 一 个 正则 空间 (定义 2.9), 
EX 4.10. pE 和 ES, 我 们 定义 活 积 PT 为 
XT, f» - T, Pf) YFES, 
由 命题 4.4, 乘积 OT. 属于 S, 并 且 还 有 下 面 的 定理 ， 它 的 证 
明 留 给 读者 . 
X2 4.8. 双 线 性 映射 
Ou x F (p, T) oT EN 
对 每 个 变量 连续 . 


由 命题 4.4 以 及 空间 号 的 自 反 性 得 到 ，o ES BUE T, 
的 空间 , 即 , 我 们 有 下 列 结 果 . 

$E A.S. 潜 册 EC, 使 得 对 所 有 下 E 六 有 pres, 那么 
P COx, 

证 明 ”我 们 的 假设 表明 对 每 个 了 ES, mg 

TG, fo 
ES ER—ATxESATMEIE M. BA S EAREN, 所 以 存在 一 个 
元 素 9ES 使 得 
T, f»—-C, g», YTES, 

特别 ， (da, y= la, g», VaCOT, 
RERE (a, P= 4a, 9, Va€O?, 
于 是 , 对 所 有 了 EB 有 $f gES， 再 由 命题 4. 和 4 后面 的 注 ， 我 们 
得 四 EOQx， 证 毕 ， 


8. 缓 增 广 义 函 数 着 积 的 一 些 缚 果 


在 第 3 章 第 3 节 内 ， 我 们 定义 了 O EA RARER OO 
BRUNO 和 有 紧 支 柱 的 广义 函数 (或 广义 芽 数 ) 的 着 积 、 间 样 的 定义 
可 以 推广 到 在 无 限 远 处 急 降 的 C” 函数 和 缓 增 广 久 函数 的 情形 中 
去 , Bl, d$ $ € S(R5, TESIR, RAER 
Th) (2) — CI, ple— >. 
与 定理 3.3 的 证 明和 相仿 ， 我 们 能 够 证 明 Tp CORY 303€ £& PE 
陕 射 
Sx (p, T)—T*ó co^ 
对 每 个 变量 连续 ， 
一 般 说 来 , 了 ER 不 成 立 . 事实 上 ， 设 全 是 Rr LESTI 
BEAR, W, 


Prp) (2) = 《ln $ wo—)>— [so 
是 一 个 常数 ; 于 是 T«o8, ATI USES 2 节 最 后 所 提 到 的 组 增 
95 


广义 函数 的 构造 , 可 以 证 明 下 画 的 定理 . 
E) 4.0. 4 6CS 和 了 ES， M TEO. 
证 明 TES, m 
T= (+r), 
Km F d4ER'Eug-403 RERA GE 6 章 , 定理 6.5 的 系 )、 册 
EL RNA’ 
(Pup) (2) — (Py, ó(e— 7» 


Cape Ut It FG). (0-9) 
= (Dh fa riy? EE G dy. 


各 用 不 等 式 ( 见 第 5 章 , 引 理 5.2) 
(I+ [y DOL 12; DL ey Tja 


可 得 
IT«$ GO |«C Gi af aae teu m | BC) [ag 
xO (14 EIR ?. 
同样 地 ， 可 得 i 
i9? (Da) ! KOA eD, Va EM, 

于 是 ,出 命题 4.3, Tsp Oy, EE, ` 

定理 入,1Q， 若 SES' 和 人 TEE MEDEE, 此 外 , 双 线 
PEMA 


S'xE' 30, T) ST cS! 

对 每 个 变量 连续 ， 

其 证 明 要 用 到 下 列 引 理 ， 

3H8B 4.1. 车 人 TEEB' $$ED, BE JE 

v= OP. dE m» 

RTS. FE EE S éco, Wk S p di duleicT O, . 

证 明 因为 由 定理 2.232， 每 一 个 有 紧 支 柱 的 广义 函数 兄 , 都 
可 以 写成 某 些 连续 画 数 的 导数 的 有 限 和 ， 和 而 这 些 连 续 范 数 都 有 紧 
支柱 ， 且 它们 的 紧 支 柱 都 售 在 开 前 支柱 的 一 个 任意 邻 域内 。 所 


ga 


以 , 为 了 证 明 引 理 只 要 证 明海 
TG, 
RGER'pWs 4xSmEEN, HEARE T 的 支柱 的 一 个 任 
意 的 邻 域内 ， i 
BHA d OD JE R ju — A C AR R 3.2 d HO, 所 以 只 
TEE 9 (D rEJREXEADAEZEMERBU. RIA 


WO Ts, d» Df 


于 是 ， 
Q4 JEDE rea 


s: (£9) d»; 


= (Da f eo) a t£ 35 eda, 


FERDBAS SEX OILS 5 369] 38 5.2—— Ed) 
卫士 上 < 人 0 7 [912 G4 [£49 9|5, 
我 们 能 够 佑 计 前 而 的 表示 式 如 下 : 


Ja tem D e| 


<a fa CHDIR Lace eem P^ REEL en) 


于 是 , 再 注意 到 是 一 个 有 紧 支 往 的 连续 西数 , 可 得 到 不 等 式 
sup sup | (+ £I FE ©) | 


lpism écR» 
«o mp mp |o RO | 


ZWEIT VES 以 及 它 在 8 内 连续 地 依赖 于 风 ， 证 毕 。. 
注 回想 到 
Trp) (2) = CT, PEY), | 
同上 述 引 理 的 证 明 让 念 ， 我 们 可 以 证 明 TEE, cs, m 
Tr$ ES. 
定理 和 .19. 的 证 明 1. 设 SE9', TEE, D CS. 如同 


i 


定理 8.2 的 证 明 那 样 , 可 以 证 明 
4B, PEHY 
LTIES EE 01 23:512 173 ku ES. BE 
(T, 《Se PEHY) (4.21) 
ERL JC ELEMEMLKCP 9 6S, WIR 4.1, AA 
| $( AD, PENY 
属于 如 并且 连续 地 依 顿 于 HES. AA SES, 所 以 
08, Pa PEHY (4.22) 
有 意义 , 并 且 连 续 地 依赖 于 中 所 有 8. 另 一 方面 , AA (4.21) 1 (4.22) 
XE COT 时 是 一 致 的 ( 见 卷 积 的 定义 )， 以 及 OF dk S ABIRE GE 
理 44. 吕 ,所 以 在 访 肉 它们 是 处 处 一 致 的 , 于是, 对 所 有 $68, 得 到 
<S#T, d» = SOD,, pE Tx 
=n LP,, PENO = XT. 4B, PEH 
因此 S«T cs, 
2. Wig TC E'(R*), AE SCERCHEAL S, 在 S' (RP). 内 强 收 
ATO 对 所 有 $€8, 我们 有 . 
ST, d»— (ST) d) (0) =T (Sh) (0. — (4.28) 
土 面 已 经 指出 , S 的 函数 和 的 广义 函数 的 卷 各 对 每 个 变量 是 连 
续 的 ; 于 是 , 在 O7 内 8,430, 并 且 , 能 够 证 明 ( 可 题 14), RUE g 
MFS HARR, Si* 风 就 一 致 收效 于 0。 于 是 推 得 ， 在 CO 内 
T«(Snd) ETE (属于 及 的 有 异 集 ) 一 致 收敛 于 0. 这 表明 , 注意 到 
(4.23), 34 6, Æ S ARRAT Oi, ST de S* 内 也 强 收 伍 于 0 
相仿 地 , 读者 可 以 证 明 SwT 关于 下 的 连续 性 ， 证 申 . 
回 到 Fourier 变换 , RINEN FINE. 
定理 4.11。 车 ES 和 TES', W 
éen--f. (4.24) 
证 明 由 定理 4.9， P COL, PAEH AST, jsTCcÓ T 
是 ， «T 的 Fourier dEMCÉ EYE HOSTS BAE, JEST 
Oud] CS, Jimi 3: 4.8, jf cS. sp T SE VE BH BU 
[ 


(4.24) 的 两 端 相 等 . 
HNA pE, 我们 有 


CET, DT d» -«DOGTG, $92? 
= (D, b 3», 
ERHO, di (Em p fene iu d I 
(V KO, DEAD - 45, (E79, $6 ». 
另 一 方面 ， 


E-n DE| DEE db 0), 


容易 验证 p= F3) ~ (2) "È, 
Ep -FED (iE, 由 第 SPER IV, 


(GE -», PO (20) ^ eh) - CN (9, 
于 是 , 我 们 可 以 写 出 


«d, p= (T, do «T, (Ped) G0» 
-Q., ($a 00» - 40, $4 - f, p ut, 


9. Paley-Wiener-Sehwariz 定理 


X3 4.12. 1. ER 内 有 紧 支 柱 的 广义 函数 和 的 Four- 
ler-Laplaco 变换 是 C^ 内 的 整 函 数 P (D, 满足 下 列 性 质 . 
(P) EAE OA LR TE NO de 
[ED «OQ E em, vy EEC, (4.28) 
反 过 来 , C" A ERE RE PERS CP.) BUE ERICH EIC. E (RR) 的 
广义 函数 的 Fourier-Laplace 变换 . 
2. dE F^ 内 有 紧 支 柱 的 无 根 可 微 函 数 的 Fourier-Laplace a 
. 丈 是 各" 内 的 整 函 数 FE), 且 满 足下 列 性 质 ， 
(P) 存在 常数 A70, 对 每 个 整数 入 >0， 能 够 找到 一 个 常数 
C t49 
[F(DIsoQOr|cp yet", vcec., (4.26) 
f : a7 


反 过 来 ， "内 每 个 满足 性 质 C) 的 整 男 数 是 某 个 在 良 " 内 有 紧 支 
柱 的 Ce 函数 的 Fourier-Laplace 变换 . 
证 明 G) A 


FQ) D, they 
E AEA Uc EU 的 Fonrier -Laplaoe 变换 由 定理 2.14, 
TEER C>0 Sid N= AR HETE K 使 得 
|XT, $»[«O-sup|D*é|, vé € 0" (). — (4.2) 


设 4 是 一 个 正 实数 , 使 得 紧 子 集 E 会 在 闭 球 
{aE R^: |s| < A) 


内 , X E d (e) etin, 

于 是 有 |D* (0) | < IC sen, 

因而 
sup | D$; (2) ; < sup |f. eP (L+ ICD e4, (4.28) 
Iri |d 


由 不 等 式 (4.237), (4.28) 连同 FOREX, 便 得 出 不 等 式 (4.35) 
QD AER FE 是 函数 办 EOF (Rr) 的 Fourier-Laplaoe 变 
H. 再 设 4>0 使 得 驯 的 支柱 含 在 以 原点 为 中 心 以 4 为 半径 的 闭 
RA. 对 每 个 由 非 负 整数 组 不 的 % 元 数组 a (an s, o), dT 
BE S 5 1H 
CEO = PDH G) da, 
由 这 一 关系 式 我 们 立即 得 到 水 等 式 
IE (2) | «OC et, 
cde HEX 4g 4 MCN 0 有 不 等 式 
GEDARE | «o etm, (4.29) 
最 后 , 利用 不 等 式 
i+ 324 N'2 
ocos EET? ec, 
384 1:908] ELE (4.29) 等 价 于 (4.26), 
— GD 反 过 来 , 假设 性 质 (Ps) 成 立 , 并 定义 


fe = Of FOD, 


Wh, f(x)Jà F(E 的 Fourier 逆 变 换 , ECP, 由 (4.26) 知道 上 述 
积分 是 绝对 收 伍 的 ， 同 时 , 由 同一 个 不 等 式 (4.26) 得 知 积分 


DS) = af FOE dé 


ou uox. 因此, SOE R AARAA. FEREN f A 
REE. Ens u en n) REP 中 任意 固定 的 一 点 ， 因 为 , HUS 
B, 了 ( 引 是 整 函 数 并 满足 不 等 式 (4.26), 所 以 ,还 可 以 写 出 


f = (n) ^. F (EA ig)e tm ge, 
这 里 的 积分 是 绝对 收 敏 的. EON =n, 利用 (4.26) ,得 
LG) 1 Qo nonem ED 


于 是 |f GG) | &O'e* v mm 
如 果 在 上 述 不 等 式 中 令 ”=1x, 便 得 
[FG | &C'-expE-tC]o|* — i21. 

He ito, X REREN, 当 oC RO 的 范 数 大 于 A EF 
,等 于 0。 这样- 一 求 ， 了 (9 的 支柱 合 在 以 原点 为 中 心 以 4 为 半径 的 

闭 球 内 . 

Gv) Ea, E FOE C SES HWER CO. 3: 

4, ih (4.25) jit P(O, £C, 是 一 个 在 无 限 远 处 组 增 的 函数 ; 于 

是 , 它 在 Re 内 确定 了 一 个 组 增 广义 函数 , 它 的 Fourier Ei, E 

如 我 们 已 经 知道 的 ， 是 SE) 的 一 个 元 未。 ROZES TER 

内 有 紧 支 柱 ， 为 此 , 设 (ap, j=L 2, +, JE OT (RP. 内 的 正则 化 

HEX, EB ay 的 支柱 含 在 以 原点 为 中 心 以 站! 为 半径 的 球 内 ， 由 

定理 和 ,411， 有 

Tao, d.a, 

由 假设 , Ô= PODW E (4.25), mii 6, 又 满足 (4.26), 这 样 便 得 

3Mg4- a Jk C* 内 的 一 个 整 冰 数 并 有 号 满 是 一 个 形 如 (4.26) 的 不 

等 式 , 其 中 常数 ANRA AHI 于 是 Tay 是 一 个 无 限 可 微 的 . 

T] 


钞 数 并 且 有 上 紧 支柱 ,其 紧 支 柱 含 在 以 原点 为 中 心 以 AHi 为 半径 
的 球 内 .因此 ,作为 序列 好 *oo) 的 极限 的 广义 琢 数 工 LESE XX 
福 ,其 紧 支 柱 会 在 以 原点 为 中 心 以 4 为 半径 的 球 内 ， 证 毕 . . 

&K1. 车 TEE (RD ,那么 它 的 Fourier 变换 是 一 个 无 限 可 微 
的 并 在 无 恨 远 处 缓 增 的 获 数 . 

证 明 dE (4.25) d R[IZI-0, ix—B RDUM (4.25) 的 一 
TS. 证 毕 ， 

. RE TCS'(R5, 则 下 列 条 件 等 价 ， 
a. TERI 其 紧 支 柱 含 在 闭 集 
[z€R:le| «A, 1e xn) 

FI. 

Gi) T øj Fourier-Laplace 7E & F (D) E C^ P308 — ^ Se iR 数 ， 
使 得 对 任何 8>>0, 存在 常数 CO。 和 整数 N, 有 

[FEIC aA [£F exp Gta te) [0] 
Mer Aste) [|]. (4.80) 

RERE GER 4.12 的 证 明 的 一 个 变形 ， 留 给 读者 作为 练习 ， 
我 们 给 册 下 面 的 定 当 . 

4X 4.11. -tO AREAS, mE e>, 存 、 
在 常数 口 .>0 使 得 对 EEG" 有 

FO | <0, expL (41+ e) léz t+ (A, +8) [ARP (4.81) f 

R f REGE S CA, s, A) 的 . 
l 有 紧 记 往 的 广义 函数 的 Fourier-Leplum SERA M d 
ET 


0. 两 个 广义 函数 的 卷 积 的 Fourier 变换 


我 们 已 经 看 到 (第 3 节 ， 性 质 TD, Fourier 变换 五 将 两 个 如 
的 函数 的 卷 积 变换 为 它们 的 Fourier 变换 的 蒋 积 ， 定 理 4&. 信 又 
XH, M OcSm TCS IN, «T (ij Fouxier FRATRER A, 
3146324 148 X — ARA AIRA EARE REEN LI 


煞 之 癌 的 卷 积 上 去 , 有 下 面 的 定理 
| HAAS. EScS' 和 人 TE, 则 
T«8-— f-8, (4.83) 
证 明 由 定理 4.10, T«SCS' pj TER, Tig Peley- 
"Wiener-Sehwartz EH, f C Ou, 于 是 , 下 .和 有 意义 并 且 属 于 S" GE 
38 4.8). W THEW (4.82) 的 两 端 相等 , 我们 将 利用 正则 化 序列 ， 
设 (a) X&C7 EA 内 的 一 个 序列 , 并 且 在 E" 内 当 人 > 十 co 时 收 
化 于 8 由 定理 3.8, 沙 数 列 
hrap EOT 
EE AKATI BPÉREERE 4.10, 在 S" 内 prests, TE, 作 
Fourier 变换 , 并 和 用 定理 4. 卫 的 结果 , 有 
Pak limpad = lim g. | (4.88) 
另 一 方面 , 因为 在 E 因 é;-asT—T, LAA E AS 内 的 
峙 入 是 连续 的 《定理 4.2), FUES pp dE $T. TFE, dE 
Fourier 变换 , 那么 在 S' 内 P. 但 函数 二 和 个 都 属于 O 并 
BE Ow $c». 事实 上 ， 这 只 要 去 证 明 (见习 题 36) 对 所 有 
FEou ES AA d £D f, 或 等 价 地 , 由 Fourier 变换 ,在 8 内 
有 é5foT«f, 而 这 是 引 理 4.1 的 注 的 一 个 平 几 的 结果 ， 因 此 , 由 
定理 4.8, 我 们 有 
P. etim pi (4.84) 
其 中 的 被 限 是 在 名 内 取 的 . 关系 式 (4.33) 和 (439 给 出 了 
(4.82), WEH, 
注 定理 4.18 并 不 是 一 个 景 好 的 结果 ， 这 是 因为 可 以 证 其 
一 个 更 一 般 的 定理 ， 而 在 其 证 明 中 不 贫 要 借用 Peley-Wiener- 
Schwartz 定理 .在 第 6 章 中 , 我 们 将 定义 空间 OI, 它 在 讨论 组 增 
广义 函数 的 卷 积 中 所 起 的 作用 如 同 空间 Ow 在 讨论 组 卉 广义 函数 
的 乘积 中 所 起 的 作用 一 桩 。 我 们 将 看 到 丈 是 一 个 从 Ou 到 以 上 
B-E, BEZCZRAR, 2E HL P K OL 内 的 函数 与 姐 增 广义 函数 的 
着 积 变 换 为 Ox 中 的 一 个 元 束 与 组 增 广 义 函 数 的 猴 积 . 


-+01 


Pm a E . 


3 E 


1. 证 明 条 件 (4.1),. (4. 2)30 (4.3) 53 NE, 

2. EAZ S RRAN. 

3. WWE 4.1, 

4. 证明; B ESBE -TERTRES ANAE SOCIUS PG) 
和 所 有 常 系数 偏 微 分 算 子 Q0) ,存在 一 个 常数 Cro 使 得 对 所 有 e CR" 和 所 
有 8$EB, 有 


EOPMOTOIEEMS 
6. ERRA E (Ans RoD (AOAR EA TEER, 
6. 证明 ，(i) 若 序列 (内 ) 在 S(RO FoU OCT 0， 那么 它 在 Ze(Rmtt<g 
反 廿 co) 也 收 笋 于 OS GD 3G dE S Fadt SP 0, MANR ENANA 
a€ N^, EAKAD GE Ags + oo) Poit BC 0, 
7. WEBER epl- [| 7/2) (8) Fourier 变换 等 于 函数 
(2a) ^?exp(— £[2/2). 
8， 证 明 FPSS 在 强 拓 站 的 意义 下 是 连续 的 . 
9. VEHI PLA SR. 
Fó-—1, FI (27) "0; 
FDA) =f, Flr = (Gay (-D58, 
10. X Z—f 是 一 个 局 部 可 积 函 数 , 又 车 aEC"， 证 明 补 定义 二 8 给 出 的 
JE aT 和 函数 的 通常 乘积 是 一 - 致 前 ， 
ll. 完成 第 6 节 性 质 3 的 证 明 . 证 明 第 6 池 的 性 质 4, 
12. ERRA S20, RER. 
13. i res (R, 1H 
亲人 -te2 8 sST-C Dy. 
14. FRR RRIF ARAF 6， 那么 对 所 有 PES, (Syd) 在 
ARAFO Iih EXT oE S BUE SUE SR E — Roc SET 0. 
15. 证明 T AFT AERE, 由 此 完成 定理 4.10 的 证 明 。 
16. EBE Ou 内 友人 了 ,由 此 完成 定理 4.138 的 证 明 . 
地. 证明 对 所 有 了 9€ S, F-Y(f«g) = (Om E F) (19), 
18. S $e S ATES, it F-1(j« T) - (2y)" (P715) (917). 
i9. EES m TE, UB GP — Qa) P. 
20. 证 明 Ow 是 满足 于 列 条 件 的 所 有 -EC=(Rn) 组 成 的 空间 .对 所 有 
pe Nn, FEMER Ic BRL - | e| 209r) zk R^ 闪 有 界 。 
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21. EEn 证 明 对 所 有 pe N^, 295 Oy, 

22. Xióc C7, HARE SES A ef € S, 证 明史 EOw. 

23. fE Paley-Wiener-Gchwartz Æ i—i 455, MART ERE R", 
并 且 对 R* 内 所 有 常 系数 多 项 式 呈 有 《7T, PP》 一 0, 那么 0. 《提示 : DEO) 
—0, Vpec N^.) FE, Re 内 所 有 常 系数 多 项 式 钥 成 的 空间 卫 在 CNR 内 
TR d. 
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第 5 x 
. Sobolev 空间 


1. Sobolev 空间 的 定义 


OER 的 一 个 开 子 集 ， 轻 是 一 个 非 负 整数 ， 又 设 Iss 
Too. 
定义 号 .I。 iu Hm?(09) 是 所 有 满足 
D'feL'(Q, Yla] sm 
H X RR C D'COD ZR RR RESI, 并 装 瞪 着 范 数 


Ilas- [| m f 1DF ro]. 


H m=0 h, 及 (0) Ir (0Q)、， 由 定义 5.1 容易 得 出 下 面 的 
E 
i. Emal, WA HOHDE EB. 
2. WEA ODELE HO 上 的 拓扑 是 使 得 映射 
D*: H*(9Q) —L* (25, V|a| «m 


(5.1) 


是 连续 的 最 弱 的 拓扑 ， 
8. 车 p=2, 那么 范 数 下 .区 就 是 由 内 积 
G, Dm Z | DPTO Dg de (5.2) 
TAH, 


为 简单 起 见 ， 在 讨论 8 一 2 的 情形 时 ， 我 们 记 (S, n 为 内 积 
6D, 并 记 jj。 为 它 所 对 应 前 范 数 . 同样 , 记 A”) H Sobolev 
空间 EA), 

定理 号 .1， H"*(0)j—^- Banach 空间 . 

证 明 只 要 证 明 H0) 是 完备 的 。 设 (fxes 是 H"*(0) 
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内 的 一 个 Cauchy 序列 , 对 每 个 a= (os, 7, An), [a| m, (Df) jax 
是 (中 中 的 Cauchy 序列 ， 因 为 后 一 个 空间 是 党 备 的 , 故 
Defj»9. ELOA, V|a| «m. 
特别 , 在 IP (0) f 99s TEE DOK frg B-A 对 
每 个 a, D" D' (Q) 8] D' (0) 内 的 一 个 连续 线性 算 子 ( 见 第 2 35, 
FEHR), TE 
Df Dgo Vlaj «m. 

ERRERA E — FE 4 9.—D"gs 因此 ，goE 瑟 "2(O) 以 及 在 
H**(O)W gogo, WES. 

xX5.2. dili AP (O) EO (QE H" OA i 

H F Age (Q) 是 Banach 空间 的 一 个 闲 子 空间 , 所 以 Ho) 
是 一 个 Banaeh 空间 94 p—2 时 是 Hilbert 空间 ) . | 

X m=0 和 9< 十 co 时， 容易 看 出 Hr), i, 
Hy^(Q)j& HOWE TEN, 

因为 , 由 定义 ， 

Or(Q)cHr*(Q)cD'(Q) 

具有 连续 的 嵌入 ， 并 且 OF (加 在 HEO AAE, WA ATAO) 
是 广义 函数 的 正则 空间 ， 它 的 对 偶 ( 瑟 ?C0))' 是 D'(Q) 的 一 个 子 
空间 , 其 结构 在 1<2< ree 的 情形 由 下 列 定 理 给 出 ， 

定理 号 .号 ， HEKEI Sum 

T= 之 ef. (5.8) 


HRE T € D' (9) 组 成 的 空间 是 一 臻 的， 其 中 fae LU O), (p) 
7p) =1. 
证 明 Wb TUR (0.8) HER ANA é € 07 (人 3) 定义 下 列 线 性 
iz is. 
(T, 4 - D ODS 099 


a 8^ 
-D cn» de, 
由 Holder 不 等 式 , 我 们 得 


KT, $> | * 2. IPMPALZAPELO I 


这 表明 , 因为 OODE HORRE, A T AE OE 
fig —41- XE BER FETE HR. 

反 过 来 , 若 卫 E (HY? (0))'. V a— (a, 7, 0) 18 loi m, 
SAN Je ad 39, 3Rd8 (02 (0)) - IP(Q) x -- x DO) 
(QN 次 ) 是 L'(2) B9 N RB, RAARD. ELA 

Ji H™ (02) 24 (00°09) lai «m e QD? (Q3). 
CERE H" (9) 到 (人 2))7 内 的 一 个 典型 等 距 上 映射， 特别 ， 由 
TJ, 可 以 把 五 "?(G) 看 作 (7(0))" 的 一 个 子 空间 吾 ， 在 加 ~ 
7 了 CE8Y' (2)) 上 定义 下 列 线性 泛 函 : 

FP) uus) 一 < d», VEERA), 
HATE Hp) 上 连续 ， 所 以 五 也 在 五 上 连续 ， 由 Hahn- 
Banach 定理 ， 我 们 可 以 把 了 扩张 为 (I5(Q))* 上 的 一 个 连续 线性 
UI MEG ES gE (O, jalam, 使 得 

<T, p = EP (OP) eem) : 
- X | s 2$ a, vpE HTA), 
特别 ， 对 所 有 GCCI(O) dE XXHÉ, 在 上 面 的 式 子 中 利用 广义 函 
数 导数 的 概念 , 我 们 得 
| T, p= E Pfa d, Vb c Or (0), 


其 中 起 = (1) iga WX. 

我 们 将 记 H9 (0) HT (0) MH. 

M Q-R'JEB ispa to, HPR) =H", 事实 
上 , 这 一 结果 是 下 面 定理 的 一 个 结论 . 

EES., 谈 mmz0 以 及 1T<Dp< 十 co. 则 ORE HR 
H- RETEN. 

证 明 1. Heo) 的 每 个 元 素 在 范 数 (6.0 Mr LT, dB 
可 以 用 HRY 的 一 列 有 紧 支 柱 和 的 元 案 来 逼近 ， 事 实 上 ， 车 
fFEH™ RY), 令 (B) kin, - Æ Or 的 一 列 函 数 ,. 使 得 在 球 B (0, &) 
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上 忆 等 于 1 ERBO 8 了 外 等 于 0， 又 令 
fr=~ Bef, k=l, 2, 
BRED KEALE DP V fof. WRR Dx jns 
D, fy - B, Df + Diss f. 
因为 D,f C DP, 于 是 在 D? 内 8,D, f D,f. 另 一 方面 , FL fer, 
Bir Ba ze RE XL f 8 Darf € L? 1) Re Lo pg kotoo ij 
D,B,-f—0. SHE, SEI RI DI UE BE Ze L9 pp E noo 8] 
D'fipf, . 
2. i f dE Hr 的 有 紧 支 柱 的 元 素 ， 又 设 (asus JE 
Cr (9 的 一 列 元 素 ， 在 D'(ROPpEECP S. 由 定理 1.14， 对 所 有 
j-1, 2, ^, KA dy aif 属于 OF RY, 另 一 方面 , 车 asm, 
则 按 公式 (3.18), Ti 
D^d;-— a D^f, 
因为 DFEL, Yalsm。 由 定理 了 .1 的 第 二 部 分 , 便 得 到 
D'éD*f, dg Lg, X joto, V|a| «m. 
于 是 ,在 HERH f. 证 毕 . 
从 现在 起 ， 我 们 将 把 注意 力 集中 到 口 =Rr 以 及 pnp2 这 一 重 
要 情形 。 在 这 一 情形 下 , 利用 Fourier 变换 ,就 可 以 用 简单 而 优美 
的 方式 叙述 Sobolev 空间 的 结构 , 并 给 出 它 的 许多 重要 性 质 . 


2. Sobolev 空间 E :(R*») 


haz 3.1.2, 45 f € H" (Re) 当 且 仅 当 Df ELR), Vjal 
<m, FAEM 4.5 和 Fourier 变换 的 性 质 , 后 一 个 条 忻 等 价 于 
EFOELRY, v[a| «m, 
这 叉 等 价 于 ， XPbEAOE EE EUDDGSPOO 且 其 次 数 «m, 5 
了 他)7E (Re ， 最 后 , 它 还 等 价 于 
G+ |£| "2f (£) EI RSY. 
这 些 结 论 诱导 出 下 面 的 定义 . | 
XX 3.3. 设 * 是 一 个 实数 ， 记 in(ROAgES 
tot 


(.- [£[ "f () € Z2 (R9) 
WFA LEASES (RO 所 组 成 的 空间 , 装备 着 内 积 


F Daf a«iebesos ^ ^64 
以 及 由 内 积 所 引出 的 * 范 数 
UP-[ GE 65 


由 此 立即 可 得 ，(H) ps0, HRY CER) 2)43s—m- 
是 一 个 非 负 纤 数 ， 那 么 定义 6.8 和 定义 所 . 鞋 是 一 致 的 ， 并 旦 范 数 
(5.1) RI (5.5) 相 等 价 . | 

GEBBS.4. 对 每 个 实数 s, E'R) JE —4- Hilbert 空间 ， 

证 明 (DÈ H'QRO 内 的 Cauchy 序列 ， 按 定义 ， 

CAHIER (5) 
是 L (R°) HA Cauchy 序列 。 因为 后 一 空间 是 完备 的 ， 所 以 岸 列 
CQ £127, EDE £P (R) 内 收 合 于 和 于 是 了 ES8' (第 4 章 ,第 
25,912). 4 | 
f -+ G8). 

显然 对 每 个 E0, FE SR EB ERI (Fk H* (R9) 内 收 敏 王子 
uH. 

ES 5.5. 设 s 和 上 都 是 实数 并 且 65 我 们 有 下 面 的 具 
有 连续 嵌入 的 包含 关系 

S(R) CH RO c H'(R" cS'(R9, (=t) 

并 且 对 所 有 s, S 3k H* RUNS. 

证 明 ”由 定义 5,8 立即 可 得 嵌入 

H'H* (>i 
BESH. 
RJEERY. RASED E, ME ero, WERA 
.中 和 和 使 得 
Lat 1£|9f O -EO lo «s, 

另 一 方面 ,对 所 有 s, 


PE = a+ [£[2- 6 (5 
AETS. PENRE, 可 得 
E+ED AFO- E) loe, 
EU IFY]; 
BE, S xk H* yug. 
作为 习题 , 我 们 留 给 恋 者 去 证 明 税 入 
S—H' 和 和 HF 
Ros, uie 
由 定理 5.5 和 4,2, 我 们 得 ; 对 任何 实数 5 Or (Re H* (R9) 
-ARE JA, GERI SEE 。 BIRD 可 以 定义 为 Cz (RO) CP S 
数 后 .七 的 完备 化 空间 . 
定理 与 .6G。 HRANE, ERRARE 义 下 ， 
可 以 看 作 和 H7 (RS) JR RO 
证 明 ”首先 , 我 们 注意 到 因为 
Sc H'cS' 
FENA s, Sae 及 : 内 称 密 ， 所 以 ERRE) ESK 
个 子 空间 . 
Es 则 存在 常数 0>0， 使 得 对 所 有 $€8, [6l «1, 
RD 
If, dol «e. 
或 者 , 出 Fourior 变换 , 它 等 价 于 
IET "m 
设 $G) — EE), 
MA, HES, Il «138 96S 以 及 时 sl， 反之 亦 如 此 ， 
将 站 代入 上 面 的 不 等 式 中 , 得 


| iib )| «0. ves 3: B Iles, 


或 , 等 价 地 ，- 
KARIE 72$, dS] 0, Vb eS 3B ullos, 
O ARRACHE APEL, 这 就 证 明了 了 E 及 一 


反 过 来 , 设 FE H7 Xe X 
«f, &-[. aieo) a I OE, vées. 


由 Holder 不 等 式 得 出 
I&f, d» Flea 
于 是 ECHOD'. 
景 后 , 我 们 贸 给 读者 去 证 明 ( 一 钻 范 数 等 价 于 对 侦 范 数 
[A= sap SA g>. 


这 意味 着 在 HE, (H»' BssRindbos B Coo) 落 数 定义 的 拓扑 是 
一 致 的 .证 毕 . 

”正面 的 定理 ( 它 是 定理 5.2 当 =R" 以 及 p=2 时 的 一 个 特 
萄 情形 ) 给 击 了 % 是 一 个 非 负 整数 时 ETT 的 铬 构 ， 其 证 明 是 建立 
在 IP 内 Tourier 变换 的 性 质 的 基础 上 ， 

定理 号 ,7 了。 设 只 0 是 一 个 整数 ， 则 每 个 jE 瑟 -" 可 以 表 
示 为 有 限 个 平方 可 积 函 数 的 导数 (导数 的 阶 m) zn, 
证 明 £p fcH'"(R95, 则 由 定义 ， 
Qc 1£|27"^f (Ó ELON, 


或 等 价 地 ， 


HG Pg 
£6) — TE pee gm EE). 


于 是 
FOLO È ERO -O Las 17 $c] 


-$() - E60. 
3$ - CEPAP (o € IP. ism LAL8 得 
| f =9+È Dig. HEHE, 
现在 我 们 将 证 明 Sobolev 类 入 定理 ， 在 这 里 只 考虑 0 一 Re 和 


?一 2 的 情形 , 这 时 ,利用 Fourier WHAE RER, 证 明 是 十 分 简 
单 的 ， 至 于 一 般 的 情形 , 读者 可 以 参考 Lions[20], 
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定理 与 .外 。 车 3>n/2, 则 He()CO dE BEBO, 

证 明 2/2, 容易 知道 -]E| ELR, FE, 
X 84€ Htd4 

FE- atl atA O ENR). — (5.6) 

再 由 命题 4.2 得 到 了 EO (95. Huk, 设 在 H* 内 六 >0， 则 按 定 
X, IP p5eO-MI£y7f,499, Fah (5.6, de D (o) 内 
f,20, 于 是 在 O (0) 内 froo (命题 4.2)， 证 毕 ， 

系 X s(n/2) tk 这 里 天 是 一 个 非 负 整数 , 那么 H* (QS C 
C* (Ro): x 8: M HA. 

证 明 B lal < E fE, BARREN Df EH, 因为 

- lalzs- kn/2, Bà E iff Eo Eit, D FEC, Yla] <k, 
uu 

现在 我 们 引进 下 列 向 量 空间 

HoR”) = ER), HR) -L) H* (R9), 

作为 定理 5.8 的 系 的 一 个 结果 , HI (Re) 是 O^ C) 的 一 个 子 空间 
事实 上 , “是 与 空间 D» 一 致 的 , Dp 是 由 所 有 适合 Dro c E^) 
(va) Bi $c C^ (RP) 组 成 的 ， 这 将 在 第 6 章 中 讨论 ， 这 一 空间 在 
Sechwaritz 的 书 中 世 曾 讨论 过 [29, 第 VI EE, p.55], 

在 H^" 上 , 我 们 定义 使 得 恒 等 聘 射 Heo Ht vs, 是 连续 的 最 
弱 的 局 部 凸 拓扑 、 在 五 ~ 上 , 我 们 定义 HII CIS) 的 诱导 极限 拓扑， 
于 是 


Heoc.eecH'CHGCecHo (s>) 

具有 连续 的 嵌入 ， 

由 定理 5.7 容易 获得 下 列 关于 一 的 结构 和 结果 . 

定理 号 ,9。 广义 函数 了 属于 五 “(R") 当 且 仅 当 ERI 
(R^) fti Fi 1» o8 c t SiC 

Bj i1. 对 所 有 3< —/2, Dirac WES RATH 事实 上 , 当 
22/2 Bj, ROA 61 DLE L-- |£| 2^ € E? (R9, 

2. Fmi AEEA, E men, 由 定理 5.7,， 8 可 
以 表示 为 严 人 ”中 有 限 个 函数 的 导数 (导数 的 阶 om) 之 和 . 
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8. 设 a, fe) 87 a( 7.) 
DI IETITEITITITIII WE E E (R) 内 
e0 时 a->8 ( 见 定理 3.3 系 后 面 的 注 )。 FÆ, Xe S 内 当 e->0 
Maol BETAN- TERNAR. WEE 写 出 

aE erf eba S aam |. tmm Gp dy ái. 
4 e-20, 可 得 在 R" 的 每 一 点 上 ， 

à (£1, 
若 s< 一 ay/3， 可 以 写 出 
le-at?-[. C+ IED ACE) 一 1 只 


因为 出 现在 积分 号 内 的 函数 当 50 时 在 每 一 点 上 收 敏 于 0, 它们 
都 以 一 个 可 积 函 数 为 界 , 于 是 由 Lebesgue fils i Seg RE, 
jao,—3|2—0 (s—0), . 
这 诊 得 出 结论 : 对 所 有 3 过 一 m3, 在 H* VI (s) WI SICT 8 
4. 1-4 的 基本 解 ， 设 4 是 Laplace WF 


我 们 要 寻找 一 个 组 增 广义 函数 如 使 得 (L 一 心 召 =8. 利用 Fourier 
AEMeRE AE (1-- IE -É— 1; 于 是 


1 
< | 
并 使 得 。 (rj £e), Ve. 


从 而 , 算 子 1-4 有 一 个 基本 解 EER, 8< —n/2, 

类 似 地 ， 算 子 届 一 小 * 有 一 个 属于 HE" HERE HBE.. 
理 5.8; 能 够 选取 充分 大 的 整数 使 得 民 一 候 " 有 一 个 属于 OR") 
的 基本 解 . 


3. H*(R*) 内 的 乘积 和 卷 积 运算 
E:3 5.10. 4 é€8m/cH*WBof WT XH 


双 线 性 映射 
Bx HD ($, f)2óf c n 
对 每 个 变量 连续 . 
定理 的 证 明 建 立 在 下 面 两 个 引 理 之 上 . 
285,1. UK, pÆ RxR" 上 上 的 一 个 连续 函数 ， 又 设 
存在 一 个 常数 O70 使 得 


[IK doso 关于 y 是 一 致 的， 
[1E lavo 关于 是 一 致 的 . 


则 AF =|, Ee WF Wy 
确定 一 个 从 L RYA D (R9) Po BERE 
证 明 对 所 有 fgE DOO RUE 


(f. D i= |fe OTda 
-| f| s DITE asas | 


GF. dad 


< ff Gm s) PPIE GS s 1C) Loy 


R^xR^ 


«[ I E æ, FED pasay” 


[ff ltem sco Pasay]? 


Raxit 


lfjwjglm (5.7) 
这 就 证 明了 4: 一 7 是 一 个 连续 线性 算 子 ， 证 红 . 
iE ”出 不 等 式 侧 .站 立即 可 得 算 子 A 的 范 数 不 超过 侣 . 
318 5.2. (Feire 不 等 式 ) ”对 每 个 实数 i 我 们 有 
E «2C (1 |E -919 ", 6.8 


i+ |y]? 
其 中 é, JER, 


证 明 对 所 有 志 《ER 有 
14 léti |£]2-2£-E4- £1? 
«1-2)g|-2|£|*«20 + 1015. 
1+ |a] *«2 (14- ED O+ Enl. 
车 :<0， 在 后 一 个 不 等 式 的 两 边 同 乘 一 t KREA 6.8). E 
£>0， 将 上 述 不 等 式 中 的 上 和 忆 对 调养 乘 t KRIAS (5.8). 
Wu. 
定理 号 .19. 的 证 明 1. 设 $ES8 和 /EH*， 由 第 4 章 的 习 
题 19, 有 
PO Qo Bp e - G»[ $4» G)ds. 
为 了 证 表 fc HS, Hes 5.3, 只 要 证 明 


A+ EDGE e (qo, 
我 们 写 出 


CED eer = Gm) a E06 -Df 


-amf HHE EE-D A+ inl opas, 


设 KE = [1i T $6-». 


i 
由 Peetre 不 等 式 , 我 们 得 
LE E, DI «2 04 En ED 
-2*:^Q jfa ED | Qu 1£— [277 
«OC (14 i£—»2]*?)*, (6.9). 
后 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 PES, TEKE n WESS 5.1 的 
假设 , 从 而 (1 二 [£| 06 O € IA. 
32， 容易 给 出 下 列 不 等 式 ， 
Idf i «Cl. | 
这 表明 映射 9, 站 一 $f 关于 EH' 是 连续 的 ， 其 次 ， 设 在 S 内 
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: $0 , 并 设 ^ 
| C,- sup (14 [Z| BO | 


是 出 现在 个 .外 内 的 相应 的 常数 ， 由 引 理 5.1 的 注 , 得 


| 本 和 一 GT 1219 6, E e000. | 
因为 60, FE COO 上 面 的 不 等 式 表明 乘积 中 /关于 中 GE 请 是 

EA 5.10 的 一 个 非常 有 用 的 推论 如 下 : 

X 设 P-P(s， D= X a.) D Je ORA AT, K 
rcm, 其 系数 属于 (Fe)， 对 每 个 实数 s， 卫 确定 一 个 从 HE) 
到 H*-" (R* 内 的 连续 线性 映射 

证 明 ”这 只 要 注意 到 D" 将 吾 * 连续 地 典 射 到 He 内 ， 并 
利用 定理 5.10 便 得 证 明 ， 证 毕 . 

定理 与 .11。 d $€5343mfcH' WOES «f cH" 以 及 双 线 
性 映射 l 


(Sx H*) 3 (6, D> f c H*- 
WETERE, $H, p CH. | 
证 明 ” 册 定理 4.9, 若 由 ES RISER, 则 gxf RAC E 
EX. mu Q-—185f(0cD, 35v é€S, aii 
£i $0545 € I^, FE $xf € H:. 
而 不 等 式 
pfl {| CHEIRO PEO Pac] ^ 
< sup i$cD 1 ls 
表明 卷 积 oF 对 每 个 变量 的 连续 性 ， | 
Bus, 3e 36 € S, SE ASESORES, + | E] Y 6S, 
于 是 , 对 每 个 天 
Q+ JEDE FE en, 
这 意 昧 着 «f EH” ux. | 
EX 5.4. 如 有 一 个 连续 线性 算 子 D:OD(Y)—O0- (e) A 
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co ope a Sm m e u s 


以 扩张 为 一 个 共 五 :(R") 到 五 sm 人 R 内 的 连续 线性 算 子 ， 我 们 就 
RLE €m. Ww% 的 阶 en LE 是 这 种 7 的 最 大 下 界 ， 我 们 
就 说 工 的 阶 是 m. 
H 1. 一 个 阶 «m, 系数 属于 S(R") 的 偏 微 分 算 子 ， 由 定理 
上 5.10 的 系 ， 再 根据 定义 5.4 可 知 ， 它 定义 了 一 个 阶 <m 的 算 子 . 
Tn 8 PA WCT BS Ere mm， 那么 这 个 算 子 的 阶 世 是 m, 
2. W $€S 并 定义 MOTA O7 为 
MC) =ġ'f. 
由 定理 5.10, 这 个 乘积 算 子 M, 的 阶 «c0, 
3. V $ €S HEL L;:07-07 为 
I4) = pf, 
由 定理 5.11, X— GEBURT. L, 的 阶 是 — oo, 


3 E 


1. EM, X mi 则 Hee(0) cH» CQ) EREA. 
2. dB] H"-*(2) LERA 
D':H"Ms(Q)—L*(Q), jalam 

为 连续 的 最 弱 的 拓 直 与 由 划 数 个 .了 所 定义 的 拓扑 是 一 致 的 ， 

3. & O JE Re 的 ~ 个 开 子 集 , XE JE Hp" (0), ERER 

J= 他 Ea Ge), 

属于 AMR, 在 

4. ORR, REO LITIGANS WB, (G) ERO; 
GD 函数 了 不 属于 HRY, itë EHLE FE Ep). 

5. 设 了 是 定理 5.2 的 证 明 中 所 定义 的 线性 映射 ， 证 明 它 是 从 EO) 
到 (L209))* 内 的 等 中 映射 

6. 设 了 ES( 谋 9)， 证 明 下 列 条 件 互相 等 价 

(i) D*f CL(5, Ylal «m; 

(i) EFE ELR, Wajen 
Gü) POJOELA), Hih POREN- THO «m Ide 
Fiz; ? 
(v) A+ (£1) ^f CO ELR) 
CO Gr JED” FO en (Ri, 
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,9?. 证 明 : 当 5 是 一 个 非 负 整数 呈 时 ,定义 5.3 和 定义 $5.1 是 一 致 的 , 并 
EWA DNR. DEN. . 

8. ts EARR. IERA SE 和 sS 都 是 连续 的 ， 

9， 证 明定 理 5.6 中 《一 s) PRENTAR DRE S.G 的 证 


B. 
10. 证 朋 D* 确定 了 一 个 从 H' 38] EP- Py ERE gT. 


a4trT 


第 6 x 
某 些 广义 函数 空间 ， 
1. 空间 Di. 和 它 的 对 偶 


按照 Sohwariz [28, 第 VI 章 , p.55], 我 们 给 南下 面 的 定义 ， 
TX 6.1. 设 p 是 一 个 实数 ，1 志 pp 所 十 0， 我 们 记 Dé 
是 由 满足 下 列 条 件 的 所 有 函数 下 EOw(R") 组 成 的 空间 对 所 有 
aC", pE., 在 这 一 空 徊 内 装备 着 对 所 有 aEN", 使 映射 
8^: Dy (R*) I2 RY 
gk SEG EE BS I] a 38 rh dh dh. 
了 Drzr 的 折 扑 与 由 可 列 个 范 数 
Ibla E E Ae, mEN (6.1) 


定义 的 拓扑 是 一 致 的 ， 显 然 Di» 是 一 个 Freehet 空间 . 

我 们 有 下 列 的 连续 佐 入 ， 

C (R9) c D, (R') c D' (R), l«p«--eo, 

FH, dPi«peceo OFE Dr 的 一 个 称 密 子 空间 ; 于 是 Dzs 是 
RAT RREN ZE, Ai, Or 在 Dr gg bu. GERM 
给 读者 . ) 我 们 再 记 Du 是 Do pp PU deo Is Abico 0 的 函数 
组 成 的 子 空间 ， 显 然 DE Dr- 的 一 个 闭 子 空间 ， 于 是 它 是 一 个 
Freche zi]H). PHA FERRA: OTCDL.CD' XHOrXE 

为 了 进一步 获得 有 关 空 间 DL. 的 构造 的 性 质 ， 需 要 下 面 的 定 
. W. 

定理 @.1。 rag AJEWPA S8, 0a A, Fi B. MBa 
是 两 个 半径 分 别 为 也 和 4-<“ 的 同心 球 . MR SEU T EDR 


的 记 有 秩 人 所 1 的 导数 都 是 了 上 的 了" 范 数 的 有 界 函 数 ， 其 界 为 
M, WA, Æ Ba. E, T JUR FERE, HAH C (A, n)a 是， 其 中 
CCA, n) J&—- 5 T Ry o JE E RU RE 
证 明 由 定理 工 . 工 的 系 8, 存在 一 个 函数 业 ECF(RY， 使 得 
supp C B4, 在 B, a E. dro) ^ 1, 并 对 所 有 a.c NP 
(arp (2) | &O (a, n) -a 1l. 


5; —7i m, 设 
Y (2) u f l, Æ m0, 5 m2, 
0， 在 其 他 点 
A P^ pf Heaviside H$. C Æ 0/02 ĝe, 的 一 个 基本 和 解 (第 2 
章 , 第 5 节 , 例 6. 我们 可 以 写 出 


VT -9« Qi) e L9 m ov 0, 


TE TB. WB AIEO WHA w= (0, n ta) € Bau 写 
出 


7 人 = UD -[ [P a ULL a. 
由 Leibniz 公式 ， 


ee | eu 2T 
209 ey. Ay" 


再 由 Hólder 不 等 式 , 得 


[- f] 
<( (Creta) " 4 ien 


<O la, m)a M, 
这 就 得 到 所 机 的 不 等 式 。 证 毕 . | 
R1 TCD R") PHAR 所 1 的 导数 都 是 I? (3") 的 函 
数 , 那么 有 下 面 的 估计 式 
Q0) 荐 a EH", a Hy max (e), 


Sd 


| P ) 
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ITOO EiT. 


证 明 这 只 要 将 定理 应 用 到 以 c CERE RP 内 的 一 个 变量 ) 为 
中 心 , 以 3 和 工 为 半径 的 球 上 即 可 ， 证 毕 . 

X2, #pEDe xpt), 则 下 在 民 内 有 界 ， 若 1 气 
pateo, 则 四 在 无 限 远 寻 收 敦 于 0, 

证 明 $CD.BD YEH X148 A $6cD» Ipea 
十 oo， 人 能够 找到 一 个 充分 大 的 数 R20 848086 UTI H8 xL B a 


有 
焉 应 用 定理 6.1, anm. 对 充分 大 的 lel, |) | 可 以 任意 小 ， 
[2 ， 

X3. 若 1<psgs+co, W Doc Du 有 连续 的 嵌入 . 

WEBB 当 g 一 十 oo 时， 这 一 结论 是 系 2 的 一 个 结果 ， 容 9g<< 

4 $9 —0^6 并 利用 系 1， 得 
fa 160 law sup 1969) [7 [14 (a) Ind 
«o leyele un. 


注 空间 Dor(L<p< 二 cc) 都 和 Sobolev 空间 有 联系 ， 事 实 
上 , 由 Sobolev 嵌入 定理 , 当 由 充分 大 时 豆 "(RO 是 连续 画 数 的 一 
个 空间 ， 于 是 ,就 得 到 

Du (RY) ~ HR), 


并 且 前 面 所 定义 的 De 的 拓扑 与 使 说 入 Duc» Hmm os E SE BER 
弱 的 拓扑 是 一 至 的， 


2^0 


E dr 8, 


2. D» 的 对 偶 


我 们 在 上 面 已 经 指 山 , 空间 DL (1p oc) RID NUR] X 
” 画 数 的 正则 空间 ; 因此 它们 的 对 惕 都 是 D (RU) 的 于 空间 . 
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4X 6.2. i DpL-p«dcoWEDis SB Ro Gp + 
(1/9) —1, id Di 是 Dr 的 对 侦 . 
这 些 对 侦 都 是 六 (RY 的 子 空间 ， 如 同 我 们 在 前 面 已 经 讨论 
过 的 那样 ， 可 以 定义 Dp Hmmh HERRA DoD 是 强 连 
E aep teo) 的 自 反 性 得 到 空间 Du EARR t, 
还 可 以 证 明 Ds 的 对 侦 是 Dr[38, 第 YI 章 , 第 8 节 ]， 
因为 DmaCCDry, Vg, 
V7 (RYE De (1a! < +o ARREA RE De 内 也 稠密 ,这 就 得 到 
D;cDy Ypg. . 
THREE 5.2 相当 接近 , 给 出 有 关 Dr» 的 结构 . 
ETAG.. 广义 函数 了 EDPro 当 且 仅 当 存 在 一 个 整数 
4 一 9 人 0 
859 
T= € ef, (6.2) 


TEE] 


Efc T, 

证 明 ”我们 将 看 到 其 证 明 与 定理 5.2 的 证 明 是 非常 相似 的 . 
首先 考察 1<p 志 十 oo 的 情形 ， E TCD(RO 具 有 形式 人 .2)， 那 
A T WE D. FB —AAXES&TEP H; 于 是 TED, 

反 过 来 ， 设 TEDris， 那么 在 De 内 存在 口 点 的 一 个 邻 域 
W (m, 信使 得 

[XT, 45] «1, YEW (m, 8), 

xc AUS TE EAE HC OT O 使 得 

«T, plc sup [abl VPE Di. (6.8) 
设 e 是 nn 元 组 并 且 |abm, ENEFA 3x adj dH 394 
(LP) =F Xoe X E(N 次 ) 并 定义 瞎 射 

d: Dir D d> (FP) aem E T, 

HA J 显然 是 一 一 映射 ， 因 而 可 以 抬 JD AEO 的 一 个 真 
子 空间 .在 JDzw 上 我 们 定义 线性 泛 函 了 ;Den->C MTF: 


i tomo rn emn 


F(p) "P =(P, p, vob C Dr. 
i(06.3), P JR JD, LORRA A, Mi JD Ede ded h 
Q^)" 导出 的 拓扑 。 再 由 Hahn Banach 定理 , F 可 以 扩张 成 为 
Q7)" 上 的 连续 线性 省 画 ， 因 为 乘积 (Zz)* 的 对 个 是 乘积 L)", 
所 以 在 在 函数 ga € D, |a] «m, 使 得 对 所 有 中 E Di», 
人 DEG) ass) = D | 0e das 


|m[ «nr, 
于 是 
T= 2 fe 
其 中 f= (m1) ga WEE, 
至 于 sp 一 1 的 情形 ,只 要 将 上 述 证 明 稍 加 修改 就 可 以 了 , 我 们 
in mede ug. 
如 同 我 们 在 定理 6.1 系 8 后 的 注 中 所 提 及 的 ， 空 间 Dz 在 代 
数 和 拓扑 的 意义 下 和 ET 是 一 致 的 ， 它 的 对 偶 Ds ti A HO" — 
致 ， 于 是 ,定理 5.9 是 定理 6.2 的 一 个 推论 
对 充分 大 的 利用 算 子 民 一 小 * 的 基本 解 ， 我 们 能 够 按照 下 
面 的 廊 法 证 明定 理 6.2 的 进一步 的 结论 ， 
系 .对 每 个 广义 函数 全 E D4s， 存 在 一 个 整数 mom()0, 
使 得 
T= $1 


lal 


其 中 fa 都 是 属于 LÀ ARREA. Gu GT p« roo, S fa 
TEZG [R x Ab c XC T^ 0, 

证 明 MERG T= X go Hige, Wb ER 
(L— 40* 的 一 个 基本 解 并 选取 天 充分 大 使 得 百 是 一 个 连续 函数 
( 见 第 5 章 , 28 2-604 4. VE Y € O7 (RD, JF Exe R* 内 原点 的 某 
个 邻 域 上 等 于 L, XE F— yE. RNE 

(1—4)*F —8— 9, (6.4) 
Hp pEr R., x—E X BUE 五 称 为 仿 徽 分 算 子 代 一 4 的 拟 
基本 解 . 由 (6. 包 得 : 每 个 广义 孜 煞 9 C D' (R*) uf ELS3 79 
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g= (L— A (Eg) + dg. (6.5) 
此 外 , Sg€lL" Hs yE Ap REAREN, X HELÉR 
A OL SB 1.0 y E«g 和 $xg 都 是 属于 L^ 的 有 界 连续 函数 ， 并 且 
车 << 十 co， 它们 在 无 限 运 处 收 伍 于 0， 于是, 每 个 9E 7 能 够 写 
为 中 的 有 界 连 续 孙 数 的 导数 (在 广义 函数 意义 下 ) 的 有 限 和 , 并 
且 当 .p< 十 oo 时 这 些 函 数 在 无 限 远 处 收 敏 于 0， 将 这 些 事 实 应 用 
H T ARRAREN ERAS gs E, 便 得 到 所 要 的 结论 ， 证 毕 . 


3. Fourier 变换 


我 们 将 证 明 在 p==1 和 %=2 的 情形 下 ， 有 关 De 中 元 率 的 
Fourier 变换 的 一 些 结果 ， 

XH G.239. E $cD, ÈM Fourier 变换 是 一 个 在 无 限 远 
处 急 降 的 连续 函数 ， 荐 TCDL, €K) Fourier 变换 是 一 个 在 无 限 
UY I IET. 

证 明 1. 设 风 EDc。、 则 对 任何 <xE 有 De€Ls Tid 
命题 4.1,E°$ (6) 是 Fr 上 的 一 个 连续 有 界 函 数 ， 这 表明 对 每 个 岁 
项 式 PE, RA POOR F^ 上 的 有 界 函 数 ; 于 是 下 是 一 个 在 
无 限 远 处 急 降 的 连续 函数 . 

2. ETCD,WT- 2» D*f, Hp fa WERF DR) 的 
有 界 连 续 函 数 ， 由 命题 4.2, TO= $9 Pf, 其 中 名 都 是 有 界 
LIT MES CHREIGESJUETZ SES EIER S 12: E dE 
积 ， 证 毕 . 

XEXG.4. 广义 函数 属于 Do 当 且 仅 当 它 的 Fourier 变 
Fue nist LI? ep. 

证 明 若 了 EDo， 那么 由 定理 6.2, T- $* D, Hd 
J.CIP(R), TAE, 由 定理 4.5, 

PO = E Pf 
其 中 和 EE 下、 因为 函数 
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M D EA 
PO qu E 
BTA WO TTG --[£|S"^RQD, XDDUBPTEEIO SOR, 
反 过 来 的 论断 是 平凡 的 ， 证 毕 . 
$ “定理 6.4 RARR D.T 和 5.9 获得 . 


4. S'Qq 的 结构 


我 们 已 经 知道 ， 一 个 在 无 限 远 处 援 增 的 连续 函数 的 导数 是 一 
TRÉ XAR MEREEN, 反 过 来 , STRB AAE 
—^EZGB inb ROM IRSEOGEOMPTRE, E T E, 

386.1. 若 了 是 一 个 缓 增 广义 十 S UP E Z EDO i 
48 a+r "7T € D; 

证 上 明 车 了 EN', 可 以 找到 5 内 点 的 一 个 邻 域 

Fik, m, e) - {BES: | (124-72 Weg (am) | «s, 
V|p| ww, VecR" 
使 得 |C7, do] «1, YEr. 

我 们 要 求 存在 Do pO ARA OW, ENA ec 
SnW, p= (cr) "cV, 事实 上 , 设 


W (m n, 9m -也 € D: sup Do (a) 


|a thun 


这 里 的 将 在 后 而 确定。 首先 ， 注 意 到 对 每 个 “元 数组 sEN" 有 
PAAA, «O0, L0 E02) V9 
H pE", polem, B Leibniz 公式 ， 


Pp m» PL Oen) pans 
于 是 [E| Cs (+r) 33 [a], 
3A 8j, 
eb (a) =- 全， 2 ia T G) Jai ‘dim 


dz], 


424 


XB [e| -n mon, 使 得 到 
sup [2^ (a) | «lad Br "x CL. «us 


作 适 当 的 代 换 , 得 
(tr Pe «O7, 7. 
AR n, Hide Como, RAA PESQWIiN $CV. 
因此 , XM PPS VETOW 有 
ILAA T, i| - T, (472) 946) | tl, 
这 表明 : 因为 8 在 Du ARE, BEL (12-02) T 是 De. 上 的 一 个 
连续 线性 泛 画 ， 证 毕 , 
定理 G. 号 ， J X4 TCS BOUE RERO 
限 和 
T=E Ffos (6.6) 
— 都 是 在 无 限 远 处 缓 增 的 连续 函数 . 
证 明 由 引 理 6.1, FER keo 使 得 入 t+? V TCD. B 
由 定理 6.2, B6ge nu 
| (1-- 73) T =F phy h EEP, 
设 gy) 一 N 2 | hy (dt, ---dis, 
因为 1g) | Imi ds] sup [alh 
所 以 g, 是 在 无 限 远 处 组 增 的 连续 函数 ， 作 适当 的 代 换 , 得 
T-XGr2) E3250 o. 
最 后 , H3 READ (Lo 0)" ag. 都 可 以 写 为 有 限 和 
Z8 (14- 7?) ga 
其 中 g EAA RERA XC HERE GELT EH Rb. GEHE, 
因为 出 现在 人 6.6) rh i dc fo 是 一 个 在 元 限 远 处 组 增 的 连续 
函数 , 所 以 它 钉 以 写 为 
j = 14-7 06; 
”其 中 go 是 R" 内 的 有 界 连续 函数 ， 
另 一 方面 , 还 可 以 把 (6.6) 化 为 一 个 单一 的 导数 ， 事 实 上 , RE 


T= (4-72) 9$ -- 8, [ (Lc 0) f], 
其 中 了 和 万 都 是 有 界 连续 函数 ， 令 
s- (Ctra dip 


^ nee 
显然 29 一 (L-C 07)? f ELE A RUE FEE SE HR. EXEC PAR, 便 
a T —6,[ (2-7) "7? F'], 
其 中 避 是 一 个 适当 的 数 ， 了 是 有 界 连续 函数 .利用 归纳 法 ， 由 定 
理 6.5 可 得 下 面 的 结果 : 

KA 广义 函数 之 属于 总 BRAUER 
T- e [CL 7) * 7f (21, 

Hoh fo R But EA. 


D. EARRA a ERU SC BR ras TR] O; 


EP 4 XR 83r A [1 0 E8888] nA S 的 元 素 的 卷 
TA GB 4.9) 以 及 到 和 站 的 卷 积 【定理 和 .40)，、 在 这 两 种 情形 
下 ， 返 算 对 每 个 变量 是 连续 的 并 且 Fourier 变换 算 子 将 卷 积 映 射 
为 相应 的 Fourier SHARR, ARROAREN, 怎样 的 广义 函 
数 的 空间 是 最 一 般 的 空间 ， 合 得 这 一 空间 和 访 之 间 的 卷 积 在 意 
上 连续 , 并 且 Fourier 变换 算 子 将 卷 积 映 射 为 相应 的 Fourier 变换 
WRH, WR Sohwartz[28, 第 VII Œ, p. 1001, 我 们 给 出 下 列 定 
定义 如. 仿 。 记 吕 (RD) 是 由 满足 下 列 笨 件 的 所 有 广义 函数 
T € D'(R") £8 x B 2s 8]; 对 所 有 实数 让, 
(14-7) wc Di, (6. 
挤 血 话说 ,了 EQ; UuBD Sx BUS E, (Gor "T 是 Ls pR 
数 的 导数 的 有 限 和 ( 宝 理 6.2). 或 者 等 价 地 ， 了 TEG 当 且 充当 对 
BUS ZA PGUHPGTELD.. 
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例 1. 每 个 有 紧 支 柱 的 广义 画 数 确定 O 的 一 个 元 素 . 

2. O: 的 每 个 元 素 确 定 一 个 缓 增 广义 需 数 . 

还 可 以 用 一 种 更 为 一 致 的 方法 来 定义 不 ， 把 它 定 习 为 广 归 
函数 的 正则 空间 O, 的 对 个. O0. JR HE R^ E ag PEE CO EXER 
成 的 空间 并 且 这 些 贝 满足， 存在 整数 六 dE (oM BUE ac, 
(70 97909 Tg JL E eb AO, EEN O 上 上 可 以 装备 Hausdorff 
局 部 凸 拓扑 , 使 得 它 成 为 广义 函数 的 正则 和 空间, 并且 它 的 对 偶 是 由 
所 丰满 足 定 义 6.8 的 条 件 的 广 立 函 数 所 组 成 ， 在 做 土 我们 可 以 
定 尽 它 的 强 拓扑 并 且 嵌 入 0,9 D' 是 强 连 续 的 ， 也 有 如 CO 和 
人 己 剖 具有 连续 的 由 入 ， 在 这 里 我 们 不 证 明 这 些 结果 , 读者 可 参 
7B Horvath[17], 在 那里 有 较 详细 的 叙述 . 

由 定义 6.8 我 们 能 够 立即 著 得 在 OL 因 收 化 于 6 的 概念 , 即 
广义 函数 了 EQ KAT OO 当 且 仅 当 对 所 有 的 F XX 
07) 7T dg Dr- 内 收效 于 0， 我 们 要 指出 ， 这 一 福 念 对 应 着 以 内 
的 强 收 化. 

. . E386.6. 广义 函数 EO; 当 且 仅 当 对 每 个 在 >0， 存 在 一 
个 整数 m — mO), ird 
T= Nl gf. (6.8) 


jamn 


其 中 fe HERA Hra ELR gm. 
证 明 XT COL RARES 
GHA 2T = I 0595, 
其 中 gs ESR KHA. TE, 
l T-— > (4 r2) Taga 
由 Leibniz 3X 88855 Hi 
(1-4: 72) 73959, — OP E (1-2) ga 
~ S » Oa LCL- $02) E918! gs. 


Opt x 
现在 我 们 对 0| 用 归纳 法 证明 
PEGAT?) 932g, 
dé XE ZR | Ege 3 RU SUR, FEES (Ln)? 的 乘积 在 R 内 


"y. 事实 上 ， 车 t=0, 我 们 设 
页 一 部 [ 侍 二 92 和 ga 
因为 [A] «O (Lo 79) gal, 
这 就 得 到 (r5 ACLS, 4 h= RRR. $ jiji 
并 写 出 
PI Vogal +r) ge} 
— G8 [ (12-77) "718" gs. 
TE AREATA AZA, XgE E BEDS C5 (1-0 0) R 
XBERTL. 
Riik, RUNKA T HDELAR (6.8) GER. HEA pE Da 和 
每 个 [ai «m, 我们 得 


(Qna, dye -De fant endi ds, 
Bio PLOAIA D 29 为 界 ,其 中 24E 
Ii QAEI”, 我 们 得 

KOEIE a doo B [Laer ma lds 

«oj Grae D Rl, 

于 是 位 十 +) "TED. ue. 

容易 得 到 定理 6.6 的 下 列 推论 . 

系 1。 广义 函数 全 属于 0; 当 且 仅 当 对 每 个 42>0, 存在 一 个 
SEC sm (E) Mf 

T= pa PFa 
JU f, IERI 上 的 连续 函数 并 且 
lim (L--75)92 |f, (2) | =0, 

X2. $ TEO, WTCD,. 

证 明 如果 在 定理 6.6 PL fR TRUE M 14-0) 9? 3E R" 
可 积 , 那么 出 现在 (6.8) PR AR Fa 属于 LG), 这 时 系 2 就 成 为 
定理 6.2 的 一 个 推论 ， 证 些 . 


i25 


因为 DUecDo，vYpsew， SpA dix 24ndE. GS TCOL mi 
TE Dr, vp. 

为 了 讨论 空间 0; 与 8" 的 卷 积 ,我 们 首先 证 明 下 面 的 引 理 ， 

5386.2. Z S-Oi[lcTr09"7f()€8,HXnm fo) R 
LUSTERA, LË ES, 则 

F2) = By, pety)’ 

是 R* 上 的 一 个 0 函数 并 使 得 对 所 有 ?> 上 十 %, (14 le AFE 
Dy, ih, EE S 400, WE Do 内 Feo, 

证 明 ”我们 有 | 

F (2) ^48, $ (s+)> 


CD luo) FE Gods 
于 是 
SEOD MSA DAAA) 55 — PeH, 
HAJER 上 有 界 , 由 引 理 5.3, 我 们 得 
EE 0| 


«OG apa tery lm 577. d (o) dy 


=O G+ jsp C+ jul t9 ^6 (u) du 
KOH [z| 99, (5), VEEN, 


Hp m 和 六 都 是 适当 的 整数 ,yy 是 人 的 一 个 半 范 , 而 及 的 折 
站 正 是 由 这 些 半 范 定义 的 .车 >-+% 上 述 不 等 式 表 明 


ataa ir O 
于 是 (6.9) WAREN BEN" 是 可 积 的 ， 因 此 ， 
G+ [e] DAF (x) € D... 


5| 88S — 882r Hi (6.9) xr UR] AR. EE, 
假设 我 们 已 经 给 出 了 了 TEOs MSEC”, 由 定理 6.5 的 系 , 能 


Oymwy (Lt [aAa (6.9) 


EE S SAPO Ar rG HG 是 上 的 一 全 有 办 
连续 函数 .， 另 一 方面 ， 由 定义 6.8 (L0 ||) ^T € Di, XX HR 
PER, RHE H 
CT, En PEHD 
-€-c [D> Te AIE DAFO). (6.10) 

如 时 特别 取代 EB'CO $8 $cOCOcS, MATATUA HE (6.10) 
BARS OST, d 是 一 至 的 ， 由 引 理 6.2, (6.10) [ELEL ROSE P 
TEO, SES 10$ c S x X, JEBLRTELUEBRE P S 406 Hof 9j4- 
TERES FM, (6.10) HARE AERTS — 4-2 RE[28, 第 VII 
章 ，p. 108]， 基 严格 的 证 明 需 要 有 关 必 的 强 拓扑 的 性 质 , 而 在 这 
里 我 们 还 未 曾 定 闵 。 虽然 如 此 , 但 我 们 能 够 利用 这 三 个 不 同 的 空 
闸 内 的 收 敏 概念， 来 给 出 证 明 的 想法， 事实 上 ， 浇 在 有 因 gooo, 
那么 出 引 理 6.3， 在 Dp F9, TE (6.10 Bus T O, 
34 —Ji mE, FEO, pj T,0, 那么 ， 由 这 一 空间 内 收敛 的 定义 , 在 
De AA+ ST, FAM 6.2, 6.10 RART 0, 
最 后 , BE S 内 8r>0, 我 们 同样 得 到 从 .10) 收 敏 于 0. 这 样 一 来 ， 
BLEU TAER EE, 

定理 如 .了 了。 3 TCO, SCS', WAH (6.10) jp XLI] STE 
EFH AT S. Hah, mg 

S'xO0,2(0S8, T) ST cs 


对 每 个 变量 连续 . | 

我 们 已 经 知道 ,Ox MO, 都 是 总 的 子 空间 ; 于 是 Fourier 变换 
FERL RIKAS F 把 这 两 个 空间 互 换 . 更 确切 地 说 ， 有 下 
面 的 定理 . | 

EE G.B. Fourier 变换 五 是 从 Ow 到 以 上 的 一 个 一 一 映 
射 ， 同 冬 , 忆 是 从 似 到 Our 上 的 一 个 一 一 上 喘 射 

证 明 ”因为 Fourier 道 变换 FO 有 着 和 F 相同 的 性 质 ， 所 以 
内 要 证 有 明 也 将 Ox 映射 到 0 Pg de bL OL BRANI Ox 内 去 就 可 
以 了 . 
E CO, 又 设 加 是 一 个 整数 使 得 mn/2, Bog 4.9, xf 
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每 个 整数 I0, 存在 充 务 大 的 整数 护 使 得 
| .—20*6 (5) | &O (13-7), Ve cR, 


E àG)- EOD, 


出 整数 各 的 选取 , A SLAR JE REBIBUE, dE Fourier 变换 得 

(14 |£|*$ ( = (1— A)'Á Q5, 
HORROR POBRE SGRCRPIE EROR. Kit, 对 每 个 整数 >0， 
--1£[2*$ (0) € D, 这 就 证 明了 EO. 

ETEO, 由 定义 6.8 和 定理 6.6 的 系 2 得 到 ; 对 所 有 o ENT, 

有 wTED;， 再 由 定理 6.3, 得 

ZT = Df» 
J&-— AXE E XE HE ERU XE PER, vac, FE, PCOLQ E 
S. 

注 同样 有 ,也 是 从 Ow 到 O 上 以 及 从 0; 3] Ox 上 的 拓扑 同 
3g. (W, Sehwartz[28, 55 VII Æ, p. 125]), 

作为 上 述 定理 的 一 个 应 用 , 将 证 明证 曾 的 定理 ， 

x3 6.9. TCO 和 aE8, M Pacs., 

证 明 ”只 要 证 明 Fourier 变换 TxaES， 因 为 O45 所 以 由 
定理 4.9, Tra EOxC8' 于 是 Twa 有 意义 ,再 由 定理 4.11, Psa 一 
$a, BEM S.S, P CO, 以 及 由 命题 4.8, 个 '&ES， 证 毕 . 

现在 ,我 们 可 以 拓 广 定理 4.11 和 《4.13 的 结果. 

286.10. TCO AMIES, 那么 

Sen. S.P. (6.11) 

征明 ”由 定理 6.5 的 系 能 够 写 出 

S= DS, 
其 中 亚 是 一 个 在 雹 限 远 处 缓 增 的 连续 务 数 . 对 所 有 名 E8, 注意 到 
(6.105, 有 
ET, d» = Sr, d» — CT, 4S, $E 4-53. 
另 一 方面 ， 
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(8, PEH = CD". PDE dn 
-C 0| SOD) dn 


=| 0-6 ds- (PeH) E). 


如 同 定理 41 的 证 明 , 容易 验证 。 
Š- (22) 0, 
Pn Zo 27 — M 
Peyj- Qa) be ood 
( 见 第 4 章 习 题 18}， 作 适当 的 代 换 , 因为 个 EOx, SES, 我 们 得 
ET, d - T4, CB ELD Tp Bg b E)» 
~ (P, -y'= 4$, BB 
=f, $-4» — «S.P, qo. 
证 毕 . 
按照 同样 的 方法 ， 可 以 将 第 4 章 的 性 质 TV 折 广 到 广义 函数 
上 去 , 即 有 下 面 的 定理 . 
SEXBG.M. d TcO,.*ScS,nW 


-T= Gr Sah. (6.12) 


习 题 


1. 证 明 Dzs 的 后 扑 与 下 面 的 拓扑 是 一 致 的 : XP m ACA Du HR 
是 连续 的 最 弱 拓 站 . 
， lepat o, 证 明 Drs 是 一 个 自 反 空间 . 
， 在 p=1 的 情形 下 , 完成 定理 6.2 的 证 明 . 
. 证明 TO, 当 且 仅 当 对 所 有 多 项 式 PE), PT€ D; 
. 证明 每 个 O 的 元 素 确 定 :一 个 广义 函数 ， 
， 证 明定 理 6.6 的 系 1. 
， 证 明 ; 38 S I 600, 则 在 Dz P Fy-»0, 从 而 完成 引 理 6.2 的 证 明 。 
8. 证 明 : # T € O,, - Ri] ATED Vac Nr, 
9. 证明: Q) dh € Dre S0 $E Do. RE A6 € Du; (i) Sh Di Ri T€ D; 
则 ATE Din, 
10. 车 由 EDe- 和 大 E 吾 "其 中 s AAR, Era 


-= 0 人 


第 7 x* 
应 用 
1. 局 部 算 子 和 伪 局 部 算 子 


# Pœ, D) 一 P2 ay (2) D' 是 系数 为 O7 函数 的 一 个 偏 微 分 
算 子 ， 显然 


supp.PTcsuppT, vI'c D'. 

HARI MADAT AE, 这 一 性 厦 引 导出 
下 面 的 定义 . . 

定义 了 .ET 一 个 从 CF 0D) 到 0O”(8) 内 的 连续 线性 算 子 L, 
如 果 它 能 够 扩张 为 一 个 从 E' (CO) 3] DC) 内 的 连续 线性 算 子 ， 并 
且 使 得 

supp.LT'CsuppT, VT c E'(Q), 

就 称 工 是 一 个 局 部 算 子 . 

于 是 系数 为 O7 函数 的 每 一 个 偏 微分 算 子 是 局 部 算 子 .反之 ， 
Peetre [28, 24] 曾经 证 明 每 个 局 部 型 的 算 子 是 一 个 懈 微 分 算 子 ， 

为 了 定义 伪 局 部 算 子 ， 我 们 要 下 进 广 义 散 数 的 奇异 支柱 的 概 
念 . 

定义 了 ,号 ， 设 人 是 一 个 广义 隐 数 .如 果 存 在 一 个 最 大 的 开 
集 使 得 卫 在 这 个 开 集 内 是 一 个 Cr 函数 ， 就 称 这 个 最 大 开 集 的 余 
集 是 了 的 奇兵 支柱, 记 为 sing supp T. 

显然 sing supp 7c supp 7, 
这 是 因为 在 下 的 支柱 的 余 集 内 , T 与 等 于 0 的 函数 基 相 同 的 ， 

Bi 1. Om"( 民 ) 内 每 个 函数 的 奇异 支柱 是 空 集 . 

2. Dirao 测度 的 奇异 支柱 是 原点 。 在 这 种 情形 下 , 奇异 支 
柱 和 支柱 是 一 致 的 . 


n 


3. 开 区 间 (a, 人 下 上 的 特征 画 数 的 支柱 是 闭 区 间 [e bJ. 它 的 
奇异 支柱 是 集 {4} U {0}. | 
定义 9.3。 TAO (DI O (OARE AR EAT Eh 
FWE: (0) LüESEQ Uu —4-A EO) 到 D'(QO) 内 的 连续 
线性 算 子 ; G) WEA TEER 
sing supp LTC sing supp T, 
就 称 工 是 一 个 擅 局 部 算 子 ， 
Dj 1. & 6CC"(R?, n 
MG) = pnh, Vb cor(R», 
所 定义 的 算 子 MESES EAS. 3X — ST IER ABE E SER. 
2. R PEOR, WET AG) = pr d WEE. 事实 
E, 由 定理 8.2, 
sing supp(ó*7) —9, vT c E'(R», 
POBRES ACRqE ET £53 R E T 89 — 4- 3E SE JG R8 UU E. CR 
Beh wartz/29]). ' 
EHT. i ECD'(W", X1 EJ R- {0R 中 原点 的 
558) P3) Ce 函数 , 则 由 
La($) = Ew, vé C C7 (R") 
定义 的 算 子 Ly 是 伪 局 部 的 . | 
为 了 证 明定 理 了 .1 只 要 证 明定 义 了 .2 的 条 性 G1) jS CRT EA 
T 这 是 因为 出 第 三 章 第 2 节 的 性 质 2 知道 ,这 一 卷 积 可 以 连续 地 
坟 张 到 吾 (R%， 为 了 证 明定 义 2.7 Bd HE GI RE, 我 们 取 余 集 ， 
REREH. d; T € E'(R3P- HC ZEN JT4E OCR ÆA 07 
BRI, WIES xk O EEEO AA. ARRA EREE 
药 有 关 结 果 ( 见 第 3 章 第 3 节 ) 的 一 个 拓 广 推 得 。 首先 , 我 们 引进 
TARS: 
EQ RREAN, yen, 设 
Q—y-—(e—-y:s€O0) 
JÉQO XT y t4. WA, 8 一 y 是 一 个 开 集 . 
dA RRR 的 任何 子 集 , 设 


Q—4—11]2-—y. 
peA 


显然 , 0-A X —^-36088. ACB, RIE Q— ACQ-— B, 

对 每 个 实数 620, 设 

= {2E Qde, O) >e}, 
Mop O^ EER RARE. RO 3135 —- 91483 B. Q = +B, 
这 里 B, ELEC Hoe DL e 为 半径 的 开 球 ， l 

E7. WE TCE(R,XEKJIETHMER, QAEER'"W 
É—t^JETSE. Er LAM ECD (EE-E EXE O0 ( 见 定 义 
2.4), WAER EP fp O LEO, 

uR HER, 我 们 有 

supp7 — K, supp Ecc (a — X)», 
由 第 3 章 第 2 节 的 性 质 1, 
supp(E«T) CK 4 (0— FRY. 
IE BUB HJ 2€ 和 所 有 的 YE (2— KY, DA sr yc, 这 表明 
K-r(u2a—E)yYCO, 
于 是 E«P (pO E50, EH. 

系 ， 在 引 理 的 假设 之 下 ， 如 果 广 久 郑 数 吾 在 (Q— RE) LG 
0, 那么 卷 积 EMT 在 Q*. 上 为 0， 

证 角 ÆR 7.1 的 证 明 中 ,已 经 得 到 下 列 结论 ， 达 十 (0— 
Kyo, AAE, (=r B, 于 是 

K--(Q—K) - B,C t 4- B, = (0Y, 
ix dE HH + K)nc (095 
HHE, ET EO 上 为 0， 证 毕 . 

37.2, 在 吉 理 了 .1 的 假设 下 ， 培 广义 函数 如 在 吕 一 羽 
上 是 Ce EX. W, ETE LIE C^ Mg. 

证 明 ”因为 可 微 是 一 个 局 部 性 质 ， 所 以 可 假定 @ 是 有 界 集 . 
现在 设 B 基 一 个 中 函数 ， 它 在 (一下): 上 等 于 1， 并 有 含 在 
(Q— K)'? 内 的 支柱 ， 令 E.—BE, migitfió E, 是 一 个 Or i 
Xx, 3PHAGECC 内 有 紧 支 柱 ， 于 是 卷 积 ET 是 到 内 的 Cr 函数 . 
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HFM, HEA EER., m A EGE(O- KY EEN 
By. TÆ, PAEA TLR, MT 和 ET f O 上 是 相同 的 ， 
这 就 是 说 ， E«T E O EEO 函数 . 4 «0 我 们 得 到 ET 在 
如上 是 Or 函数 ， 证 毕 ， . 
定理 全 .1. 的 证 明 如 同上 面 已 多 指出 和 前， 只 对 去 证 明 著 
T'C.E' (FP) 3 H. T dA F3ESEGCR? Ef 0” 函数 ;那么 卷 积 ET 
在 吕 上 也 是 C^ KA, Ubo 是 一 个 相对 紧 开 集合 得 oOCO, X 
aCO7(0),3t4E o RARE o1, 每 出 
ET = Era Es GoT., 
BS aP EO: R), 这 就 得 到 召 xaT C O7 (FC) (定理 3， 23)， 另 一 方 
E Zug K AO- ATRE, RA, HAR a 的 选取 ， 我 们 有 
NN 下 = 办 二 是 一 下 CR 一人}， 然 而 ,上 骨 假 设 ,， 吾 是 Fr 一 0} 
上 的 O^ RAe SAHER 一 下 上 的 O 于 数 ， 于 是 由 引 理 .3 
.Bx 人 一) 全 是 ww 上 的 0" Wü, Boe, ET Ro En O7 BUS, X. 
因为 @ 基 避 的 任 休 一 个 相对 紧 开 子 集 ， 所 以 ET E a Eh c 
函数 ， 证 些 ， 


2， 亚 酉 圆 使 微分 算 子 


出 定理 7 了 .+1 给 出 的 盆 局 部 算 子 的 例子 是 和 偏 微 分 算 子 的 理论 
相 联 系 的 ， 
定义 了 ,人 和。 HW 
P=P(e, D= P as (2) D* 
是 日 上 的 一 个 偏 微 分 算 子 ， 其 系数 是 o- 3. 如 果 PARTI 
条 件 : 
GOD OQ tS T XETEU DLL a 内 的 每 个 广 X EDT, h 
PTEC= (U) IRIE TEO). 
我 们 就 说 王 是 台 内 的 亚 柳 贺 偏 微 分 黄 子 ， 
换 旬 话说 , Zub XE SEO U), HE Pu-f ANAR u 
是 属于 CD 的 ， 


现在 ,我 们 只 讨论 常 系数 偏 微分 算 于 .由 定义 了 .3 斯 果 算 子 
了 是 亚 椭圆 的 并 且 有 基本 解 冲 (网 定 义 2.8)， 那 么 吾 是 RR 一 {0} 
上 的 Cr 函数 .反之 ,有 下 列 结 论 . 

定理 了 .2 设 卫 是 常 系数 贪 微分 算 子 , 又 设 它 有 一 个 基本 
WEE, EE ÆR- (0) Fig O^ 函数 ， 则 卫 在 R* 内 是 亚 椭 峡 
i. 

证 明 我们 来 证 明 条 件 ( 召 ) 成 立 . TED UR, EPX 
Bi SPT 是 某 个 开 集 马上 的 Cr MMA F aco), X 
B, 是 以 原点 为 中 心 及 6 为 半径 的 球 , 并 且 在 原点 的 一 个 邻 城内 a 
"T1, TSRAF-—aE, jh Leibniz 法 则 ， 

PF gp ay D? (a. 8) —aP E+ Ai en D'a- D'E —6-4- 6, 


3t SCOTI). WO LAR F JE P MI EEG AR 

其 次 , 有 

T —84T — PFET —B«T = Fe PT — BaT = F«S—G«T'. 

Wy EEO (B), GER «T 属于 O7(R). EK —suppFc B. 
我 们 有 O—KcO-B.-0. dli, S40 BB Ce d CR 
也 是 F-E EB C^ 西数 ; 于 是 , 由 引 理 ?.2, Fes JE Q* ERO" 
BE. F o0, 便 得 到 多 是 全 上 的 C SK GERD, 

在 下 一 节 里 ， 我 们 将 要 证 明 每 一 个 常 系数 偏 微分 算 子 有 一 个 
基本 解 ， 把 它 和 定理 了 .2 以 及 亚 桶 园 的 定义 联系 起 来 , 我 们 全 得 
到 亚 椭 徊 偏 微 分 算 子 的 下 列 特征 . 

一 个 常 系数 偏 微分 算 子 是 让 椭圆 的 当 和 且 仅 当 它 有 一 个 在 
Re 一 {0} 上 是 C^ 函数 的 基本 解 . 


8. 基本 解 的 存在 性 


在 第 2 章 第 5 节 中 ,我 们 曾经 利用 几 个 简单 的 例子 , 给 出 了 偏 
微分 算 子 基本 解 的 概念 . 

在 偏 微分 方程 的 理论 中 ， 基本 解 是 非常 有 用 的 工具 ， 例如 , 在 
解 非 齐 次 方程 时 ， 或 者 在 提供 有 关 解 的 正 山 性 和 塔 长 程度 的 信息 
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时 ， 此 外 , 如 我 们 在 上 一 车 的 节 后 已 经 注意 到 的 , 某 些 偏 微分 算 子 
可 以 用 基本 解 的 性 质 来 刻 划 . 

车 召 是 了 P-P(D) 的 一 个 基本 解 , SUE 是 一 个 广义 画 数 , 那 
4, RI (3.13), 只 要 Ee f 存在 ,我 们 就 看 到 非 齐 次 方程 

Pu-f 

E — T RE u- Ef, 

古典 的 微分 算 子 ， 如 Laplaee OP, WAT, DUE Cauohy- 
Riemaun 算 子 , 它们 的 基本 解 很 久 前 我 们 已 经 知道 ， 关 于 每 一 个 
常 系数 偏 微分 算 子 都 有 基本 解 的 猜测 ， 在 1954 年 已 由 Malgrang 
[21] (或 者 见 [39] ) 和 Ehrenpreis[8] 互相 独立 地 证 明了 。 随后 ， 
在 文献 上 出 现 了 上 几 个 其 他 的 证 明 ， 得 到 了 有 关 基 本 解 的 更 确切 的 
信息 .读者 可 以 参考 Hórmander[14] 和 'Treves[81] 的 书 ， 我 们 
还 必须 提 及 Hormander 的 文章 [16], 在 那里 , 他 解决 了 Sohwartz 
提出 的 除法 问题 的 猜测 ， 从 而 证 明 每 个 常 系数 偏 微分 算 子 存在 纺 
弄 的 基本 解 . 

在 重复 Malgrange 的 最 初 的 证 明之 前 , 我 们 将 给 出 基本 解 的 
一 些 古 典 例子 ， 并 提出 构造 齐 次 椭 回 工 子 基本 解 的 一 个 方法 

Laplace 算 子 


设 4-3 
”是 空间 Rz 内 的 Laplaco EF, £ n>2, 则 广义 函数 


Lo I(n/2) „a 
E= CES aas T 


是 4 的 一 个 基本 解 . 若 % 一 2， 则 广义 函数 
1 
B-.0€7 


是 4 的 一 个 基本 解 . 
现在 证 明 an>2 的 情形 对 所 有 弛 EC2 ORNE 


(467), pyme, ad) lim[ rap dn. 


利用 Green ARD, AERAN r> 时 4(r* 中 一 0, 得 
AGD, 办 -lm| S aae -| SÈ as 
其 中 do, 是 以 原点 为 中 心 以 e 为 半径 的 球面 上 的 面积 元 素 ， 因 为 
在 靠近 原点 处 DD. 是 有 界 的 ， 而 半径 为 e BRER S T As, 
其 中 4 是 单位 球 的 面积 ， 于 是 上 式 最 后 的 积分 是 有 界 的 ， 它 是 一 
MERIR o, 因此 当 s->0 时 它 趋 于 0， 另 一 方面 , 第 一 个 积分 可 以 

写 为 
NEXT RET 
r—a dr z f= , =+ 7 


其 中 do 是 单位 球面 的 面积 元 素 。 当 e0 mf, ERT a kA F 
Ap (0), HF 


aga 


TG) 
是 单位 球面 的 面积 ， 作 适当 的 代 换 , 可 得 


a—n — (2—n)2 thi ee ion 
(at, do e RO $0, Vé€ oz (s 


于 是 如 是 4 的 一 个 基本 解 ， 
Cauchy—Hiemann Xf, 
设 z=w 十 多 是 一 个 复 变数 , 并 设 


2 | 260m àg 
是 Canchy-Riemann 5. Eigi 
Bp- 
mg 


是 Cauchy-Riemann 算 子 的 一 个 基本 解 [381，p.242] . 
AH. 
TE n--1 HER Eje] RU BL, dde, £)— (me 0m, D 是 其 
A) f Gi do tue yay =] Cuvar) -wawyam]a8, 这 里 六 是 一 个 体积 ,8 是 
它 的 边界 , | 是 内 法 向 , 2V 是 体积 元 素 , 88 EERE. 


中 的 一 个 变 元 ， 这 里 #= Gs, co, 2) 是 空间 变量 , 二 是 时 间 变 量 . 
REDAT 
. 8 


PRIOR, 其 中 4 是 关于 空间 变量 的 Laplaee AT, 7 X GE 
Ea, t) [ul Y (exp ( — lai) 
是 H 的 一 个 基本 解 . [31，p, 245]. 
mx 
- Laplace JF Jk-fü Bl BELA EP RU -TARKAT MENT 
的 定义 如 下 ， 设 


P-PQD)- 3 aD 


荐 一 个 阶 为 mm 的 常 系数 偏 微 分 算 子 .我 们 称 %w 阶 齐 次 多 项 式 
PQ)- 2a 


Jk POD)R ME AE 2 OR XL. 

定义 了 .人 和。 如 果 偏 微分 算 子 PODWISTAX t: 

(E) Palé) #0, VÉECP"3ER £0, 

- Rr P CD) d vh I $5. 
RRA HEERES TFTA. 
(E) FERS O> OCE HE EC) (808 
| Pal) >00] ET, VEER", 

Laplace 算 子 4, Laplace $4 7-18 5f 4", Canchy-Riemann 算 
T 0/0z, 都 是 三 圆 算 子 的 例子 . 

从 形式 上 说 , 宰 造 出 偏 微 分 算 子 了 P= 了 (D) 的 基本 解 是 很 容易 
的 ， 事实 上 , 假设 有 


P(D)E-—69, 
fg Fourier 变换 得 
| P()-É-1; 
|| 14 
TË Ê- P(£) > 
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E Wd IPEA Fourier 3E 2E A56 h. 然而 , 由 于 多 项 式 PE) 
有 实 军 点 ， 这 就 带 来 了 困难 , 但 这 个 困难 是 能 够 克服 的 , 例如 , 在 
C^ 中 选取 一 个 积分 区 域 ， 使 它 避 并 了 (2) 的 零点 ， 在 这 里 我 们 将 
不 讨论 这 一 方法 ， 读 着 可 以 参考 Hórmander [14] 'lrevesí31] 
的 书 . 

设 卫 =P。 是 一 个 mr 阶 的 常 系数 齐 次 椭圆 妨 微分 算 子 。 为 了 
构造 出 它 的 基本 解 , 我 们 将 证 明 m 阶 齐 次 函数 


UE) Em 

HEARR LER, WER Fourier 3t ze PE ACT. P 的 一 
TEEM. . 

定义 了 ,和 定义 在 Re 上 的 一 个 函数 隐 (z), 如 果 对 某 个 复数 
7H 
U (ic) - fU (c), Vtz-0, 
JURE U (2) Ji A 阶 亦 次 的 ， 

SlEHLSSUG)-rnrf(o, Hp r= jel, v= (or 
om) ED, DER ARRERA Du fiii e Ru, 现在 我 们 只 考虑 和 
为 整数 的 情形 ， 至 于 一 般 的 情形 , 读者 可 以 阅读 参考 文献 [8, 28]. 
我 们 还 要 假定 除去 原点 辽 EORR. TE, H 

U (a) =r "F (2), (7.1) 

其 中 m0, 是 一 个 整数 ， 了 在 了 上 是 一 个 Cr 函数 ， 我 们 断言 画 
数 恕 确定 R 上 一 个 绥 增 广义 函数 .为 了 证 明 这 一 点 , 考虑 两 种 情 
E, Bm n 和 mz, 

Bm, XH ESD, ux. 


wr) = |. fd (redo, (7.2) 
容易 看 出 , S4 $ CS(9, wy (0 ES, FEL 
QU, $= f pomi (r)ár, v6 6 SQ, (1.8) 


因为 加 EB $1 m«n, 所 以 积分 人 7 ,83) foie. IRE, (1.8) 363€ 
续 地 依赖 于 $€5, 因此 , U 确定 一 个 组 增 广义 函数 . 
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men 在 这 一 情形 下 积分 他 .3) 将 无 意义 ， 为 了 确定 器 
是 一 个 缓 增 广义 函数 ， RATHACRUB RUP ISTIS 9 ROBUR, 
首先 , mns 考察 积分 


f ru. (dr [^ r ur) ar+ f rw (r)dr, (T .4) 
(7.4) d REB 88 — BU EAE ORE. 385 — 4 LAE REEL 
fc oar], 17% Qu) ~ mC) dr + | we CO) gr 
一 | rr) —2u(0))dr —u,(0) In e, 


代入 人 .四 ,得 
fF rar r Husle) —u, (OY ar 


«[ v us (r)dr — uw, (0) -1n e, (7.5) 


记 P(e) | rl) y Qr [r7 dr, 
Çe) = ~u 0) ns, 
RUE SIBUM (0.5) 2HBOR PERRA. Fe, 4 60 时 它 有 有 限 的 
极限 ; 工 e), 当 e» O0 HERTE., EEX, 我们 称 e0 hi F Ce) 
的 极限 是 积分 CDKA RET, HEt mn, du 
EP| rw (Qr) ar- [' ri Gr) — ty O) dr +P rye) dr, 
, (7.6) 
按照 同样 的 方法 , THERY m>n 时 积分 信 .8 的 有 限 部 分 

等 于 

PPS rmt (rdr 

=f rm u(r) -SE Drato) (0) plar 


i=0 8l 


eomm - XP do 899. vas qm 


xD 81 
显然 , 当 m<n 时， CE BARRE BUARI IA, 
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我 们 注意 到 ,车 存 BR 6020, WAE SRA r>, T 
ECOM DHAWET MA LERA RIAH, F 
U (9) Etm rT aR, HERE O 的 , 那么 它 确 定 一 
TRA AMU: 


QU, d»- FP[ meu, (r)dr, $8, (T.8) 


X men Hf, di FP ERDEM. 

因为 UC S, 它 的 Fourier 变换 如 是 有 意义 的 , 并 且 仍 则 属于 
S' 还 具有 下 列 齐 次 性 质 ， (D 车 mn, Ù 是 在 原点 外 的 Cr 函数 ， 
Jt HAE m-n 阶 齐 次 的 ， (iD F mmn, 六 可 以 分 解 为 

Û=H-+P-ln|z|] 

Ep H Roma 阶 齐 次 函数 , JE BE EUR E On 的 , P jS m—n 
阶 齐 次 光 项 式 .这 一 结果 的 证 明 , Vesp eT ELSE C BR TL]. 

概括 起 来 , 若 | 


P(D)- Y a 


E- 8 XR m T EUCERLACT, WA PODCUNH—TACBOGE 
EEE (D pam, 如 是 加 一 n 阶 齐 次 隆 数 ， 并 且 在 原点 外 
EO Gi 车 men, 再 一 五 (十 所 人 Pio ， 其 中 五 是 一 
个 唔 一生 阶 齐 次 画 数 ， 并 且 在 原点 外 是 CUR), P Æe m-n r 
Jti ze nm. 

现在 , 我 们 证 明基 本 解 存 在 性 的 Malgrange EM. 

ZE 7.3. P 上 的 每 一 个 常 系数 偏 微分 算 子 都 有 一 个 基本 
BERT 了 oO), 司 者 是 2TIL 阶 广义 函数 的 空间 . 

这 一 定理 的 证 明基 于 下 列 两 个 引 理 ， 

317.3. BJO 是 单位 贺 EC: |z| x1) 上 的 单 复 变 解 
Wr d, 王 ( 坟 是 一 个 多项式 ,其 首 项 系数 是 w。 那 么 ,下 到 不 等 式 
成 立 : 


laf O) I1 [^ rcm P c Lao. (7.9) 


证 明 imë Pg) in 


a m a a 


P (z) az" | bz 1 
设 P (g) =a" ba 4. 
EER P ERARE RS — AER. iR 
à) - e P(1), 
ANA EB 
q(0) =r, |P(e | = la(e9)]. 
由 Cauehy 公式 , 有 
fes d, 66a 


这 就 获得 他. 邹 、 urhe. 
387.4. 设 f 雹 是 C 内 的 整 函数 , 的 是 一 个 多 项 式 ， 
其 首 项 系数 为 a， 那 入 对 所 有 加 Ef, 有 不 等 式 
iaf Co) |« sup IOPE. | (0.10) 


WES) Hætti Patag T.S, 得 
laf (2) | «3L | (2527 8) P (29 2-6) ldd, 


这 就 得 出 (7.10)， 证 毕 ， 
定理 了 .3. 的 证 明 1. 设 P-P(D) 一 EoD ERREK 
微分 算 子 , 并 设 
'"P-PQ)- M (DYaD 
JE PISHOENCT, 定义 为 
PT, d» 40, "Po, TC D', YEO, — (T. 10) 
设 召 是 了 的 基本 人 解 ,在 (7 DI)8 E RET XEXRBDPE-5,8 
«E, ‘Ph = (0), YEO, (T.12) 
RPO? 是 OF 在 二 作用 下 的 象 ， 显然 :POFCO>， 另 一 方 
面 , 车 小 E‘PC>， 必 存在 唯一 的 四 EO? tiy- Ph KRAN, 
XXE 6COr, !P$-0, S Fourier Lu rs 
P(E -PE -0, v£cte, 
ED PORSI, RRAN S ENE. 
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ELE, XE GUAE, RIA 
Ese POzE, fo - 9(0, Hp P=, 
在 :PC? 上 有 定义 , 并 且 它 是 连续 的 , 其 中 'POT 上 的 拓 补 是 由 Cz 
的 自然 拓扑 导出 的 . 

反 过 米 , 如 果 我 们 能 够 证 明 上 述 线性 泛 孙 在 "POT L, 而 
"POT 上 洽 备 着 由 3( 对 基 个 局 导 出 的 拓扑 ,那么 由 Hahn-Banach 
定理 , 可 以 把 它 扩张 成 为 整个 空间 CE 上 的 一 个 连续 线性 泛 冰 、 于 
是 , 召 ED* 并 且 由 (7.12) 得 PB 一 6, W, BÆ P HERR. 

2. 这 样 一 来 , 为 了 证 明定 理 ， 只 要 证 明 存 在 充分 大 的 某 个 整 
Jk, GHI E 

We'POz4(0) EC， 这 里 'P- d, 
关于 Ot ni HAE xccl. 
利用 变数 安 按 , 如 必要 的 话 , 我 们 能 够 假定 算 子 "P CD) 可 写 为 
'P(D) = Di ÈP, ODs 5, Dia) DE, 


H PiE D, e, Dari 上 的 偏 微分 算 子 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 利 
用 下 列 记 号 ， 空 间 R" RLRE s= (e, t), s= sm, 
一 徊 。 空间 CREAREA E=, e), E= Ea = 
Eitin, l«j«n—1l, «— nic, HHRH ES, RERS 


"PO = Dr+ PD Dr. 


décor, S AOE EH Fourier-Laplaoe 变换 ， 由 Paley- 
Wiener 定理 (定理 4.12), (D 是 C 上 的 整 函数 ， 并 且 邓 (CE 
SR). EAM Fourier 逆 变换 公式 (4. 细 ,容易 得 到 不 等 式 


I$) Lef ides minedp. .18) 
我 们 估计 上 述 积分 如 下 ; 
人 Gd 


d£ dy 
"ws - — 二 —— 
fa 1A [Ea e Eaa PH [qp nn 


其 中 A= sup | Q7 6 tee Eal Ia 06 (T. 


X 


onal oo E dp 
令 M = (2x) I. 1r JaA tt Iss 
得 [d (05 | &.A- M, (7.14) 

3. 为 了 估计 M, 我 们 把 引 理 了 .4 应 用 到 复 变 数 7 一 4 十 i 的 
THAME: . 

RE, 0, BPE, D, 1«j«na—l, b v" 6, v) 
WCHAGHIRUPQU. 0. Ege. QE, 假定 如 是 P+ 内 的 一 个 
固定 元 素 . ) 我 们 得 到 下 面 的 不 等 式 ; 

EE, Wi mp PE, DPE, Dh 0.18) 
IEE, WE sup JEUPE, DÊ, o)l, T«j«n-1, 
` (7.16) 
[u$ ES n) dx SUP. [PC DEE, |. C.17) 
另 一 方面 ， 

"P, DEE, v) 

-f [exp( — 4 (a, £5--t2))] CP (D) 9) (a^, Hdr dt; 
于 是 , 得 到 不 等 式 
mp. PE, DEE, 2| 


< sup | e| CPA) œ, i lan' di, (7.18) 
NU, 可 以 写 出 
EPP E, DEE, 07 [. PiK, £0-9)] 
^OxCD;U*PCD) Ya, da! di, 1«jsn—1, 
Pu UPE, DAE, o) | 
=f (exp C- és E+] CEP PQD) 9) G^, i)da' di, 


并 且 获得 不 等 式 
Ju [EP PG", 4€, 2)| 
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< sup [. s" (Dj PC w, €) [de dt, | (0.19) 
im|-z* Jas 


lstjsn-—1,58 
up e PG 04, 9)! 


«sup [, e% | DPDPD G^, Olde dt (7.20) 
综合 不 等 式 (7.15) ~ (7.20), 可 得 到 
A< sup |. e [ipo S [D HPE + [intro] law dt, 


Igi «cl 


ER 28: EC OPE 
[d COD | : 
«M sf. f DN n | Dj: B4] 二 | e*tPe Vas at. 
(1.21) 

á. WE, S XE 'POT bond CDU 上 的 拓扑 导出 的 . GE 
在 CU ge Perl, xXGESRGPBDGE PO, pd exgER"mBI—- 
轩 定 的 紧 集 内 ， 并 且 纪 由 的 直到 % 十 1 TES Erf SUCHE So Sx 
T0, TÆ, (77.210 的 右 端 收 敦 于 0, 这 意味 着 9,00 —0, SEDIS 
Ui, 这 证 明了 线性 泛 函 

Je'POT—d4(0)cC, Hh Phs, 

在 :PO? 上 连续, 而 了 POY 上 装备 着 由 CIC IRAJ ER, 


3 是 
1， 证 明 洲 #% 一 2 则 加 = 于 lar 是 4 的 一 个 基本 解 . 


2. WEBBER EL EA PF CE Ra (E) FE SE HRS. 

9. iE 6c S(RS, uel) 是 由 他. 名 定 义 的 ， 证 明 ， CD us (0) & SORS, 
Vée SUR; i) 映射 $c SOU) Aus Gn) € SOD EER. 

4. EAZA.. 

5. RECTE 5E SC BST" CERE U jj Fourier 变换 . 

6. S P—POD 是 常 系数 偏 微分 算 子 《其 系数 不 全 为 由 ， 证 明 : 使 得 
了 PT 一 0 并且 了 EE 的 这 个 工具 能 是 恒 为 0 的 广义 获 数 . 《提示 ; 利用 Paley- 
Wiener-Sebwariz 43H } 
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三 划 
P XRX distribution), 32 

的 支柱 (abpport of), 39 

的 平移 (translation cf), 65 

的 正则 性 (regularization of); 69 

的 正则 空间 {normal spaces of), 45 

的 导数 (derivatives of), 41 

ER FT SERE] (local structure o£), 50 

HARRE HEA (direct or tensor 
produot of), 60 

35838 convolution of), 63 

的 卷 积 的 汉 往 (sapport of aeonvolu- 
tion of), 4 

的 原 函 数 或 不 定 狂 分 (primitive or 
indefinite integrat of), 47 


ü 划 


开 球 (open ball}, 9 

"Fk È (balanced convex hull}, t1 

平衡 集 (balanced seis), 11 

可 距离 化 的 空间 tmetrigabie space), i3 

正则 化 序列 (regularising sequence) , 6 

ARIS SICRERI (algebraic tensor 
product), 59 

对 个 空间 (dual space), 26 

FH (Seminorms), 8 

rf (convex hull), 10 

凸 集 (convex seis), 10 


六 划 


HIR (closed ball), 9 
"BREST X dE (distributions of finite 
order), 46 
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aa 


引 


有 紧 支 柱 的 广义 函数 (distributions with 
compact support) , 98 

有 紧 支 往 的 广义 函数 的 Fonrier 变换 
(Fourier transform of a distribution 
with compact support), 85 

AAE bounded seta), 96 

TECH pede e FEAT ^7 36 pi 
(distributions rapidiy "decreasing at 
infinity), 126 l 

XEJCIR Pt AE 2s ME RUTBE HE (functions rapid- 
ly decreasing at infinity), 73 

TEES EARUM DOOR M Cfunctionsslawly 

increasing at infinity), 77 

在 有 握 集 上 一 致 收获 的 拓扑 (topology of 
uniform convergence on bounded 
sets), 16 

在 紧 子 集 上 一 致 收 兽 的 拓 和 ftopology of 
uniform convergence on compact 
subeets) , 13 

吸收 集 tabsorbing seta), 11 

4t fig Sr (holomorphic functions), 66 

[En RE 4d 6 BET (vector valued holoror- 
phie functions}, 86 

伪 局 部 算 子 (pseudolocal operator), 134 

自 反 空间 (refiexive apace), 16 

AES DA T (by poelliptie operators), 136 


t xl 


两 次 对 偶 (biduaD, 16 

极 集 (polar aob ,16 

纯 且 全 师 国 数 {fecalarly holomorphio 
functions), 87 

f BEL z[8] (locally convex spaces), 10 


unc 


局 部 可 各 函数 (Locally integrable 
function), 4 
HAST Coca operator), 133 


A^ b: 


ts[5] Dis (spaoos Daa), 118 
AR H Gingular support), 133 
直 积 的 支柱 (gagpart of direct 
product), 62 
拓扑 向 量 空间 (topological vector 
apace), 9 l 
BEIE: (enpporet of a funetion) , 3 
gi CETTE EIE (regulariving family of 
functions), B 
HARE (translations o£ a 
function), 55 
BAD AAE p eonvolution of 
funotions and distributions), 66 
pic RT (convolution of 
functions, 65 
FRA EE (partition of unity), 7 
PR (unit bal), 11 
AEXRUEILS (convolution mape), 71 


TRUE Fonrierdrp& (Fourier transform 
of a convolütion), 83 


A 刘 
65 HR IS TP inductive limit 
topology), 17 


”指数 型 整 隙 数 (entire function of 
exponential type), 100 
382755453 F (compatible topology), 9 
Jd Skinit (topology of pointwiss 
convergence), 15 
SERERE 6b ELE (o beolutely continens 
functions), 49 
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转 征 多项式 haracterislie | 
polynomial), 140 


PMA Fourier 变换 (Fourier transform: 
9f à product), $2 

HHF (heat operator), 139 

SS] (weak topology), 15 

RARER i r5 483r iB. (funta 
mental system of absorbing balanced 
convex neirhborhoods of the 
origin), i 

PANRERE (fundamental system 
of neighborhoods of the origini, 9 
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AA (fondamental gotutioz), 45 
格 验 西数 {tes; functione), 3 
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3 8n LT (ellipfie operators), 140 

强 护 盾 (trong topology), 15 

fi Br i ie Me (equicontinuous set) , 27 

Bur Cass Cempered 
distributions), T4 

BELARRI Fourier 变换 
(Fourier transform of tempered 
distributions), 83 

缀 增 广 函数 的 卷 积 {eomyolntion of 
tempered distributions}, 923 

Hund entire functions), 86 

Cauchy 积分 公式 (Cauchy's integral 
formula), 86 

Canehy 3:48 (Cauchy^e principal 
value), 83 

Canehy-Eiemann WF (Cauchy-Hiemann 
operstor), 139 

C^ (的 的 有 界 集 bounded ses of 
OT (£9), 26 

C» (向) 的 拓扑 (topology of C^(B)) , 25 

ae (o E31 ^ (topology of C^ (0)), 26 

Cz (2) 351) (topology of O7 (2), 29 

Dirac WÈ (Dirse mensure), 23 
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Fonrier-Laplace $4 (Fourier-Taplace 
transform), 88 

Fourier 3E; (Fourier transform), T8 

Fourier 34H (Govers Fourier trans- 
form), 89 

Fourier 反 注 公式 (Fourier's inversion 
formula), 80 

Frechet dz jaj (Frechot space), 16 

Heaviside gi 3 (Heaviside function), 
42, 44 

Laplace HF (Laplace operator), 140 

Leibniz: z} (Leibniz formua}, 8 

Malgrange EM (Malgrange'a 
theorem}, 143 

Montel zz [E] (M.ontel space) , 28 


Paley-Wisner-fichwaris 定理 (Paley- 
Wiener-Behwartz theorem), 97 
Parseral 公式 (Parseval's formula), 
8l, 84 
Peetre 不 等 式 (Peetre's inequality) , 118 
Radon WE (Radon measure), 21 
Sobolev WAE EE (Bobolev's imbedding 
theorem), 110 
Soholav zig] (Sobolev spaco), 104 
S* (97) 的 结构 (Btructare of S! (I) ,124 
BiR) 的 元 素 的 Fourier 3& # (Fourier 
transform of elementa of S(R9)), 78 
S Og) ij 38 T (multipliers of 
SR) e 93 


